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+�� ������, f : a → b� ����� a ��� b ��� ��#�
��� 
����� ��� ������ ��� ���������

�� f � ���
�
������� (	������ ��� ����� ��#�
� a ∈ C� ����� �� �� �������� ���
����

ida : a → a ��� ��� ��� 
��� �� ���
����� f : a → b ��� g : b → c� ����� �� �


��
����� ���
���� g ◦ f : a → c �� C� -� ��������� ��� ��������� 
��
������ ���

�������� ��� ��� ���
����� �� C�

� (�� ��� ���
���� f : a→ b� �� ����� ����

idb ◦ f = f = f ◦ ida;
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� �� 
������ ���
�� �
����� ������� Met∗ �������� ��

��� 
��
� (X, x) �� ������� �	�
� X �� � ���
�� �
��� ��� x ∈ X ��� ��� ����!

����� f : (X, x) → (Y, y) ���	 �	�� f : X → Y �� �����
��� ���������� ���	 �	�

���������� 

�
�
�� �	�� f(x) = y� "�
 ���	 ������ (X, x)� �	� �������� ��������

id(X,x) : (X, x) → (X, x) ������ ��� ��
 ���
� 
��
 �� ��������� f : (X, x) → (Y, y)

��� g : (Y, y) → (Z, z)� �	� ���
������� g ◦ f : (X, x) → (Z, z) �� ���� �� Met∗�
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 ���
� ������ C� �	� �������� ������
 idC : C → C ������ �� Cat� ��� ��
 ���
�


��
 �� ������
� F : A → B ��� G : B → C� �	� ���
������� G ◦ F : A → C �� ����

�� Cat�

������� �	
	�	 #�� B ��� C �� ������
���� �	�� �� ����� � ������
� B ×C ������

�	� 
������ �� B ��� C ���	 ������� ����� �	� 
��
� (b, c) �� ������� b ∈ B ���

c ∈ C� � ��

	��� �� B × C �� � 
��
 (f, g) �	�
� f : b→ b′ �� �� B ��� g : c→ c′
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���� ��
���

��������� �	
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�� �������� F ������� 	�

���� �����	 b �� �����	 Fb ∈ C ����� �
 b �→ Fb ��� 	�� ����
 �������� �����

����	�� �
 F � ������� 	� ���� �

�� p : b → b′ �� B 	� �� �

�� Fp : Fb → Fb′ ��
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���
�� 	�� ����	�	
 ��� �������	��� �� �

���

�� B� �����

F (idb) = idFb ��� F (g ◦ f) = Fg ◦ Ff,
���
� 	�� ��		�
 ����� �������
 	�� �������	� g ◦ f �� ������ �� B�

�
����� �	
	
�	 ��	 B,C �� ��	���
��� ��� T : B → C � ����	�
� �� T �����
 ��
��	�

���� �
 ��� �� 	�� �	
��	�
� �� 	�� �����	� �� 	�� ������ B� 	��� T �� �������
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 T : ��� → ��� �����

������� 	� ���� ��	
�� ����� X 	�� ��	 TX �� �	� ������	� �	�� ��	
�� dX �� 	��
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�� ����� �� "��
��		��#� ��� ������� 	� ���� ��
����� f : X → Y �� ��	
��

������ 	�� ���� ����	��� f ����� �� 	��� 
���
��� ���	 �� 	�� ����	��� ��	���� ��	��
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	 ��	 B ��� C �� ��	���
��� ��� T : B → C � ����	�
� $� ��
 	��	

	�� ����	�
 T �� �������� ���� 	� ���

 ���
 b, b′ �� �����	� �� B ��� 	� ���

 ���


f1, f2 : b → b′ �� ��
����� �

��� �� B� 	�� � ����	
 �� 	�� �

��� Tf1 = Tf2 �� C

������� f1 = f2� ��� ����	�
 T �� ���� ���� 	� ���

 ���
 b, b′ �� �����	� �� B ���

	� ���

 �

�� g : Tb → Tb′ �� C� 	��
� �� �� �

�� f : b → b′ �� B ��	� g = Tf �

$��� T �� ���� ��� ���	����� �� ��
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�
����� �	
	
�	 ��	 C �� � ��	���

� ��� �������� ������� Λ �
�� C 	� 	�� �
����	

��	���

 C × C �� ������ �� 	�� �����	� ��� ��
������ �� C �
 Λ(c) = (c, c) ���

Λ(f) = (f, f)� 
�����	����
� %���
�
�

Λ(idc) = (idc, idc) = id(c,c)

��� ���� 	�� �������	���

Λ(f ◦ g) = (f ◦ g, f ◦ g) = (f, f) ◦ (g, g) = Λ(f) ◦ Λ(g),

��� �� Λ �� ������ � ����	�
� �	 �� ���
 	� ��
��
 	��	 	�� �������� ����	�
 Λ �� ����




������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� �

���������

��������� �	
	
�	 	�
�� �
� �������� T, U : B → C� � ������� ������	�
���	�

τ : T → U

�� � �������� ������ ���
��� ��� �
� �������� 
���� ������� �� ���� ������ b �� B

�� ����
 τb : Tb → Ub �� C ���� ���� ��� �
��� ����
 f : b → b′ �� B� ��� �������

����
 ���������

Tb
Tf ��

τb
��

Tb′

τb′
��

Ub
Uf �� Ub′

�
����� �	
	
�	 �� ��� �������� U = T � ���� 
� ������ ��� �������� ��������������

�� T � ������� idT : T → T � 
���� ��������� ��� ���������
� ������� ��
�� ����
�

Tb
Tf ��

idb
��

Tb′

idb′
��

Tb
Tf

�� Tb′

�
����� �	
	
�	 ��� B ��� C �� ����������� ���� 
� ��� ��������� � �����	� ���
�

�	�� � ������� CB� ���������� �� ��� �������� F : B → C �� ������� ��� ��� ��� �����

��� ��������������� ���
��� ��� �������� �� ���������� 
���� �������� ��� ��������

�������������� ��� ���� ������ ��� ��� ��� ���������� �� ��� ������� ���������������

�� CB�

��������� �	
	
�	 ��� C �� � ��������� ���� �� ������ a �� ������� �� C �� �� ����

������ c� ����� �� ������� ��� ����
 a → c�  � ������ b �� �
�
���� �� C �� �� ����

������ c �� C ����� �� ������� ��� ����
 c → b� �� ����� �� � ������� d �� C ����

���� d �� ���� ������� ��� �������� �� C� ���� d �� � �
�	 	��
�� �� C�

�
����� �	
	
�	 !�� ���� ��� S ∈ Set� ����� �� ������� ��� �������� ���� ��� �����

��� ∅ �� S 
���� �� ��������� ��� ����� ��������� ���� ∅ �� ��� ������� ������ �� Set�

 �� ��������� ��� �� Set �� ������ 
������ �� � �������� ������� !�� ��� ��������

Met� ��� ������� ������ �� ��� ����� ������ ����� (X, d) ��� � �������� ������ ��

��� ������ ����� (Y, dY )� 
���� Y �� � ��������� ����

��������� �	
	
�	 ��� C �� � ���������  ������
�	�� S �� C �������� �� � ����

���������� �� ������� ��� � �������������� �� ����
� �� C ���� ����� 
��� ��� �������

���������� ��� ������������ ��� ��� ���������� �� � �������� ��� ��������� ��� �������



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

T : S → C �� �� ��������� ����	�
 ����� �� �� ����	��
� ��� 
��
 ����� ���� 
����


��� ���� ���
� 
� S 

 �
���� �� C� �� ��� 
��
 S �� � ���� �����	
��
� 
� C ����


�� ����	��
� �	��

� T �� �	���

������� �	
	
�	 �� ����� 
�� ��
��
���� SMet� QMet ��� SQMet ������� ��

�������
���� �	������
��� ��� ������	������
��� ������� ������
������ ��� �
��

������ ��� 	���
���� �
�
��	
	� �	��
�
�� ��
���� 
�� 
����
�� �

� 
��
 Met

�� � �	�� �	���
��
�� 
� SMet� QMet ��� SQMet� ��� SMet ��� QMet ��� �	��

�	���
��
���� 
� SQMet� ���������� Unif �� � �	�� �	���
��
�� 
� QUnif ����� ��

������� �� �	����	���
�� �������

��
������ �	
	��	  �
 C �� � ��
��
��� ���� 
�� ������	
 ��	
��
� !
� ���� ��	
��
�"


� C� ���

�� �� Cop �
����
� 
� ��� 
����
� 
� C ��� 
�� ���
�� f op : b → a �� Cop

�
� ����� ���
� f : a → b �� C� ��� �
��
��
�
� f opgop = (gf)op �� ������ �� Cop

�
� ����� ���� 
� �
��
����� ���
�� f ��� g�

��
������ �	
	�
	  �
 C �� � ��
��
���  �
 Σ �� � �	�	
�
�	 ��
	
 C ����� ��

�
��
�	�
�� 
	
 
� 
���� 
� ��
��
�� 
��
��� 
������� ��
�
��
�
��� �
����
���� ���


�� 	�	�� �	��
������ Σ∗� 
�� ���� �	�	
�
�	 
� Σ� ��
	
 Cop �� �
��
�	�
�� ��

��#��� ����������
� 
��
	��
	
 Σ �	�� 
��
 ��� ���
�� �� Σ ��� ���������

������� �	
	��	 ���� ���
 �����	� ��
�

�� �
	 C �
 � ��	
��
� ��� Σ � �	�	
�
�	

����	 C� ��
� �� Σ �� 	
�
 ����	 C� 	�
� 	�
 ���� �	�	
�
�	 Σ∗ �� 	
�
 ����	 Cop�

������� �	
	��	 ��� �	�� 
� �� ���
��� 
����
 �� � ��
��
�� C �� � 
������� 
����
 ��

Cop�

��
������ �	
	��	  �
 C ��� D �� ��
��
����� $� S : D → C �� � �	��

� ��� c ∈ C

�� 
����
� � ����

��� �

� ��
� c→ S �� � ���� (r, u) �
����
��� 
� �� 
����
 r ∈ D

��� �� ���
� u : c→ Sr 
� C� �	�� 
��
 

 ����� ���� (d, f)� ����� d �� �� 
����
 
�

D ��� f : c → Sd �� ���
� 
� C� 
���� �� � 	���	� ���
� g : r → d 
� D �	�� 
��



�� �
��
���� ��	���

c
u ��

idc

��

Sr

Sg
��

c
f �� Sd

�
��	
��� $� ������ 
����� �� ��� u : c → Sr �� 	�������� ��
�� �
�������

f : c→ Sd �
� 
����
� d ∈ D�



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

��������� �	
	��	 ����� � ����	
�� C
 � ����� ����	
�� J ������ �� ����� ����	
�� 


��� ��� ���	
��� �����
� Λ: C → CJ 
 � 
���� �
� ��� �����
� F : J → C �� CJ �� �

��������� ���
� (r, v) ��
� Λ �
 F � �� �
������ 
� �� 
����� r 
� C
 ������� ���
���

r = lim←−F

��� ������ ��� 
������	 
����� 
� ��� �����
� F 
 ��� � ������� ������
�����
� v : Λr →
F ����� �� ��������� ��
�	 ������� ������
�����
�� τ : Λc→ F 
 �
� 
������ c 
� C�

���� ����� �
� ����� τ : Λc → F 
 ����� ������ g : c → r ���� ���� τ = v ◦ Λg�

���	�������������

Λc τ ��

Λg
��

F

idF
��

Λr v
�� F

�� ����� �����
� F : J → C ������ J �� ������ ��� � �����
 ���� C �� ������ � ���



�
��
��� ����	
�� �

�
����� �	
	��	 �� J �� �  ���� ����	
��
 ���� � ��������� ���
� ��
� Λ �
 F �� ���!��

������ � ����� 
���� �
� �����
� F � �� ����� �����
� F ��� �  ���� �����
 ���� C ��

������ � ����� �
��
��� ����	
���

������ ������� " �

���� �� ���!�� ��� ���� 
� ��� �
��
� 
� ����� 
� � �����
�

F : J → C

��� �

������	 
����� �� ���
��� �� lim−→F � �� ����� ������ � �
����� �
� ����� �����
�

F 
 ���� C �� ������ � ���

 �
�
��
��� ����	
�� � #��������
 ����� �

���� �� ��� ����


�  ���� ����� ��� �� ����� �����
� F ��� �  ���� �
�����
 ���� C �� � ����� �
�
��
���

����	
���

��������� �	
	��	 $�� C �� � ����	
��� " ����	
����
 ��
���� ���	��� 
� ��
 
������

x ��� y 
� C �
������ 
� �� 
����� 
� C
 ������ � ��
���� 
����� ��� ���
��� �� xΠy


�
	����� ���� ��
 ���
��

x xΠy
πx�� πy �� y

���� ���� �
� ����� !��� 
� ���
�� f : z → x ��� g : z → y
 ����� ������ � ���%��

���
� h : z → xΠy ��&��	 ��� �
��
���	 ���	��� �
������

x xΠy
πx�� πy �� y

z
f

��

g

��

h

��



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

���� �� ���� �	
������
 
� ������ 
��
 f = πi ◦ h ��� g = πj ◦ h� �� ����
���� 
��

�����
 xΠy �� 
��	
� 
� 
� �� ����������� �� C ��� 
�� ������ πi ��� πj ��� ������

���������	
 �� ��� ���
��� �

������ ������� � ����������� �����
��� �� ������ 
�� �
�� �� 
�� ��
��� �� ��
��������

����
�
 ����� ������ ��� �
�� �� 
�� ������
���� ��� 
�� ������ ηx : x→ x
 y ���

ηy : y → x
 y ������ �	������	
 �� ��� �����
��� ��� 
�� �����
��� ������ �� ����
��

�� x
 y�

������ ������� ��
� 
��
 
�� ��
���� �� ��
�������� ����
�
 ��� ������
�
 ����� �����

��� ������� ����� ��� ��� 
�� �����
� �� C� �� ��� ������ ���������� 
���� ��
���� ���

� ��
 S �� �����
� �� C� �� 
��
 ����� ��� ��� s ∈ S� � ���������	 �� ��� ��	�������


���
��� ��

πs :
∏

S → s

��� �� �	������	 ��� ��� ��	�������
 �����
��� ��

ηs : s→
∐

S

�����
∏
S ���

∐
S ��� 
�� ��	�������
 ���
��� �	
 �����
��� ������
 � ������
������

��������� �	
	�
	  �
 C �� � ��
������ !���� 
�� �������� ������

x
f

��

g
		 y

�� C� 
��� 
���� ��������� (w, k) ������
� �� �� �����
 w ��� �� ����� k : w → x ��

C �
�� 
��


f ◦ k = g ◦ k.
"�������� ����� ����� h : v → x �
�� 
��
 f ◦ h = g ◦ h ���
������ 
��	
��� 
���
��
w� #��������
������$

v

h′
��

h




w

k
�� x

f
��

g
		 y

��
� 
��
 
�� ����� h′ : v → w �� 
��	
� �� C ��� 
�� �����
 w �� ������ 
�� ��������	�

������ �

������ ������� ��� �
�� �� �� �	
������ �� ������ � ����������� �



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

��������� �	
	��	 ��� C ���D �� ����	
���
� ���� C ���D ��� ����������� ���
���

C ∼= D� �� ����� ���
�
 � ���� 
� ���������� �����
�
 F : C → D ��� G : D → C 
���

���� F ◦ G = ID ��� G ◦ F = IC ����� IC ��� ID ��� ��� �������� �����
�
 
� C

��� D� ��
���������� �� �
�����

�� �� 	
���
�	��	 �	��		� C 
�� D �
 ������ �


�� � ���� 
� �����
�
 F : C → D� G : D → C 
��� ���� IC ∼= G ◦F ��� ID ∼= F ◦G�

��������� �	
	��	 ��� C �� � ����	
�� ���� a ��� b 
�����
 
� C� ���� ��� �����	�

�� a 
�� b� ���
��� C(a, b)� �
 ��� �
������
� 
� ��� �
����
�
 ���� �
���� a ���

�
�
���� b�

��������� �	
	�
	 ��� C ��� D �� ����	
���
� ���� �� 
��������� ���� D �� C �
 �

������ (F,G, ϕ) �
�
�
���	 
� ��
 �����
�


C
F ��

D
G

��

��� �
� ����� 
����� a ∈ C ��� ����� 
����� y ∈ D� � �������
�

ϕa,y : D(Fa, y) ∼= C(a,Gy)

����� �
 ������� �� ��� 
��
� ����� �
� ����� h : a → a′ �� C ��� ����� k : y → y′ ��

D� ��� ���	���


D(Fa, y)
ϕ ��

k
��

C(a,Gy)

Gk
��

D(Fa, y′) ϕ
�� C(a,Gy′)

���

D(Fa, y)
ϕ ��

Fh
��

C(a,Gy)

h
��

D(Fa′, y) ϕ
�� C(a′, Gy)

�
�����
� ��� �����
� F �
 ������ ��� �	�� 
������ �
� G ��� G �
 ��� ����� 
������

�
� F 
� 
����� ���
��� �� F � G�

��� ������� 	
���


���
 
����
� ����
����
 ��
�� ������� ���
�� �
��
�
 ��� ��
���
 ����� ��� ��

 ������

���� �� ������ �� � !� "� #$�
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����� �
 ���������� �
� 
������� ��

��������� �	�	
	 � ������� ���	� �� � ��� A �� � 	���
� 
������� ≤ 
���� �������� ���

�����
��� �
���
����� ��
 ���
� x, y, z ∈ A�

�� ����������� x ≤ x�

�� ����������
�� x = y 
������
 x ≤ y ��� y ≤ x�

�� �
����������� �� x ≤ y ��� y ≤ z� ���� x ≤ z�

��� ���
 (A,≤) �� ������ � ��������
 ���	�	� �	� �
 ���	� ��� �� ������ 
���

�� �� ��

A  ����� ���
� ��� 	� ��� ��	�� ���� �� 
���� ���� ��� � �� �������� 
��� 	�  ����

��������� �	�	�	 !�� (P,≤P ) ��� (Q,≤Q) 	� ������� ���� � ��
���
	 ��
����
 ��

� ��� f : P → Q 
���� �� �
��
 �
���
����� ����� ��
 ���
� x, y ∈ P � f(x) ≤Q f(y)


������
 x ≤P y�

��������� �	�	�	 ��� ������
� �� ������� ������� 	� Pos� �������� �� ��� ������

�� �	"���� ��� ��� �������� � ������� 	��
��� ������ �� �

�
�� ��
 � ����� P �

idP : P → P �� ��� �������� � ������ ��� ����������� �� ���� �� � �������� #��� ����

Pos �� � ��
�� ������
��

������ ������ $� �� ���� �� ����% ���� ��
 ���� �	"��� P �� Pos� idP �� �������� ���

���� ��� ����������� �� �������� � ������� �� ����� ���������

�
����� �	�	�	 � ����� P ��� 	� 
���
��� �� � ������� ������
� �� ��� �
�� $� ���&

�
��� �� Pos� �� �� ��������� �� � ����� ������
�� ��� �������� �� ��� ����� �
� ���

�	"���� ��� ��� ��
���� �
��
 �� ��� ����� 
��
������ ��� ��
������� ���
� ������

�� �

�
 a → b �� a ≤ b �� P � ��� �������� ��
����� ida : a → a ������ ��
 ���

a ∈ P ����� P �� 
������� ��� ��� ����������� �� ��� ��
������ ���� ����� �� P 	�

�
����������� #��� ���� ���
� ��� 	� �� ���� ��� �

�
 	��
��� ��� �
� ��������

� � �� ��� ��
���� �
��
 ��� ��� �������� � ������� 	��
��� ��� ������ �
� �
�&

������ � ����
�� $� ����� ���� ��

���������� ������� �� ��� �' �������� �� ������
���

	��
��� Pos ��� ��� � �� � 	������
� �� Cat ������� 	� ��� ����� ������
��� 
���

�� ���� ��� �

�
 	��
��� ��� �
� �	"�����

��������� �	�	�	 !�� P 	� � ������ ���� ��
 ���
� � 	��� A �� P � � ���	� ���
� ��

A �� l ∈ P � �� ���� ��
 ��� a ∈ A� l ≤ a ��� �� ���	� ���
� �� A �� u ∈ P � ��

���� ��
 ��� a ∈ A� a ≤ u�

$� ��������� � ����	��� (�
 �	��� ���	� ���
� ) �� A� ������� 	�
∨
A� �� ��

 ���
 	� �� �� A � �� ���� ��
 ���  ���
 	� ��� u �� A�
∨
A ≤ u� �� �
���� (�




������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

�������� ��	�� 
���
 � �� A� ������� 	

∧
A� �� 
 ����� 	���� �� A ���� ��
� ��� 
��

����� 	����� l �� A�
∧
A ≥ l�

�� ���� ��� ��� �������
�� ���
������ a∨ b = ∨{a, b} 
�� a∧ b = ∧{a, b}� �����

�� �
���� 
����� ���� 
�� 
����� ����� �����������
� ��� I 	� 
� �������� ��� 
���

P (i) 
�� Q(i) 	� ������
��� ��� i ∈ I� ���� ��� ���
����
∧

Q(i) P (i) �� ��� �
�� 
�∧{P (i) : a �
� ��� �������
 Q(i)}� �����
��
� ��� ���
���� ∨
Q(i) P (i) �����
 ��
��∨{P (i) : a �
� ��� �������
 Q(i)}�

��������� �	�	
	 ��� P 	� 
 ������ ���� 
 
����� ������� �� P � ������� 	
 0P ���

�����
 0�� �� 
� ������� �� ��� ����� ����� �
��� �� 0P ≤ p� ��� ����
 p ∈ P 
��


 ��� ������� �� P � ������� ∞P ��� �����
 ∞�� �� 
� ������� �� ��� ����� �����

�
��� �� p ≤ ∞P ��� ����
 p ∈ P �

������ ������ !� Pos� ��� �����
� �	"��� �� ��� ����
 ����� 
�� ��� ������
� �	"���

�� 
 ����� ����
����� 
 ������ �������� ��� ����
���� �� ��#����� ���� 
 ����� P ��

������ 
� 
 �
�����
� ���� 0 �� ��� �����
� �	"��� 
�� ∞ �� ��� ������
� �	"����

���
������� �	�	�	 ��� P 
� � ����� ��
 A ⊆ P � ����
∨
A 	��� ��� ���������� �����

�� ������� ����� �� � ����������� �����
��� �� P ���	�
 �� � ���������

��		
� ��� �������� �� A�
∨
A� 	
 �� ������� �
��� �� ��� ����
 a ∈ A� a ≤ ∨

A

����� �� ��� �
�� 
� �

���$ a → ∨
A� %������� �� b �� ���� ��
� ��� ����
 a ∈ A�

a ≤ b� ����� a→ b� ����
∨
A ≤ b� �����

∨
A→ b� ���&���
�

��������� �	�	��	 ' ������� L = (L,≤) �� 
 ����� �� ����� ��� ����
  ���� ��	���

A ⊆ L�
∨
A 
��

∧
A ����� �� L� !� �
�������
� ������ 
 �
����� �� 
 ����� ����� ��

 ���� �������� 
��  ���� �����������

������ ������� !� �� 
 �����
� �
�� ��
� ��� 	����� 
�� ��� �������� �� 
 �
����� 
��

���&��� '���� ������ ��
� ��� ��� ���� ��� ∅ �� 
 �
����� L�
∨ ∅ 
��

∧ ∅ ����� �����

��� ���� ��� ��  ����� 
��
∨ ∅ = 0 
��

∧ ∅ = ∞� �� 
 �
����� 
� �� ��� 
	��� �
�

��� 	� ����
 
�� ��� ��
����� �
����� �� {0 = ∞}�
��������� �	�	��	 ��� L = (L,≤L, ) 
�� M = (M,≤M) 	� �
������� ���� f �� 


������� ������������ �� ��� �������� f : L → M �� �������� 
�� ��������� ���

	����� �������� f(0L) = 0M �

������ ������� !� �� �
�
 �� ��� ��
� ��� �����������
 �� ��� �
����� ������������

������� ��
� ��� ����
 x, y ∈ L� 	���

f(x) ∨M f(y) ≤M f(x ∨L y)



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

���

f(x ∧L y) ≤M f(x) ∧M f(y)

�����

������ ������� ��	 
�������
 �	������� �
 ���	
��� �
 ������	� �	����	� 
��� ��	 �����

���� �	�������� ���� �� ����	 ��� ��������	 ��� �� �� ����� ����	 �������	�� ���� �	

���	 �	��	� ��	 ���	
��� �
 ������	� �� ���� ��� ������

��������� �	�	
�	 ��	 ���	
��� �
 ������	�� �	���	� Lat� �������� �
 ��� ������	� ��

���	��� ��� ��� ������	 ������������� �	��		� ������	� �� ������� ���	 ���� Lat ��

� ���
	 ���	
����

������ ������� �� �� 	��� �� ��	�� ���� 
�� 	��� ���	�� L �� Lat� idL �� ���		� �

�������� ��� ��	 ����������� �
 ��������� �� �
��� � ���������

������ �������  ��	� � ������	 L� �	 ��� 	����� �	��
� ���� Lop �� ���� � ������	� ��	

	�	�	�� ∞ �� L �� ��	 ������ 	�	�	�� �� Lop ��� ���	 �	���� ��� 
�� ��� ����	

����	� S �� L� ��	 	�	�	���
∨
S ���

∧
S ��	 ������

∧
Sop ���

∨
Sop� �	��	����	���

!� �� �	
���� �� ������	�� ��	 ������� ��	��	� ������ �	��� ���� �
 ��� ����	�	�� Σ

�� ���	 
�� ��� L� ��	� Σop �� ���� ���	 
�� ��� L�

������ ������� "��� ��	 ������� ��� ��	 �	������ ���	��� �
 Lat �� � ������	 L ��	�	

L = {0 = ∞} �� � ���
�	��� �	�� ���� L �� � #	�� ���	�� �
 ��	 ���	
����

�
��������� �	�	
�	 ��� L �� � �������	 
���
� ����
∧
B,

∨
B,

∧
C ���

∨
C ������

��� B,C ⊆ L ��� B ⊆ C	 ���� ��� ��������� ��� �����

�� ��� a ∈ L� a ≤ ∧
B �� ��� ���� �� ��� ��� b ∈ B� a ≤ b	

	� ��� a ∈ L�
∨
B ≤ a �� ��� ���� �� ��� ��� b ∈ B� b ≤ a	


�
∧
C ≤ ∧

B ���
∨
B ≤ ∨

C	

�� ��� ��� b ∈ B� b ≤ ∨
B ���

∧
B ≤ b	

������ ������� ��	 ����
� ��	 ������� ��� ��	 ����	���	� ��	 ����	� 
�� 	��� �	
	�	��	�

����� �	�	�
	 ��� L �� � ������� ��� Ti �� � ��
��� �� ������� �� L ������� �� I	

���� ��� ��������� ��� �����



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

��
∧(⋃

i∈I Ti
)
=

∧
j∈I(

∧
Tj)�

��
∨
(
⋃

i∈I Ti) =
∨

j∈I(
∨
Tj)�

������

�� �� ���� ���� 	�
	
∧(⋃

i∈I Ti
) ≤ ∧

j∈I(
∧
Tj) 
��

∧(⋃
i∈I Ti

) ≥ ∧
j∈I(

∧
Tj)


��� 	�� ���	 �����
��	�� 	������ �������	��� �
�
������ �	 �� ������ 	� ���� 	�
	

∧(⋃
i∈I
Ti

)
≤

∧
Tj

��� �
�� j ∈ I
 ����� Tj ⊆
⋃

i∈I Ti ��� �
�� j ∈ I�  � �������	��� �
�
���!� 	��

������� �����	 �������
 ��� 	�� ������ �����
��	�� 	������ �������	��� �
�
������

�	 �� ������ 	� ���� 	�
	 ��� 
�� t ∈ ⋃
i∈I Ti�

t ≥
∧
j∈I

(
∧

Tj).

"�	 t ∈ ⋃
i∈I Ti
 #��� t ∈ Tj ��� ��$� j ∈ I� 	��� t ≥ ∧

Tj
 �����∧
Tj ∈ {

∧
Ti | i ∈ I},

	���  � �������	��� �
�
���!�� �� � 	
��

t ≥
∧

Tj ≥
∧
i∈I

(
∧

Ti).

�� �� ��	� 	�
	 	�� ������	� �� 	�� ��
� �� �
�	 ���
 #���  � %�$
�& �
�
�'� 	��

������	� ����� �� L


��������� �	�	��	 "�	 L1 
�� L2  � �
		���� 
�� f : L1 → L2 
 $���	��� ����	���


#��� 
 ����� �	
���� �� f �� 
 $���	��� ����	��� g : L2 → L1� ���� 	�
	 ��� �(���

x ∈ L1 
�� y ∈ L2�

f(x) ≤ y �� 
�� ���� �� x ≤ g(y).

#��� f �� �
���� 	�� 
��� �	
���� �� g ����	�� f � g

�	
��� ������� #�� �����	���� �� ���	 
�� ����	 
�)���	� ��� �
		���� 
�� ����(�� ���$

*����	��� �
�
!+



�����
 �	�	��	 ��� L1 ��	 L2 �� 
�������� ���� ��� ��

����� ���������� ��� �����



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

�� �� f : L1 → L2 �� ����� 	�����
��� 
��

g1, g2 : L2 → L1


�� ���� ����� 
������� �� f � ���� g1 = g2�

�� �� g : L2 → L1 �� ����� 	�����
��� 
��

f1, f2 : L1 → L2


�� ���� ���� 
������� �� g� ���� f1 = f2�

������

�� ��� ����� x ∈ L1 ��	 y ∈ L2
 �� ����

f(x) ≤ y 
� ��	 ���� 
� x ≤ g1(y)

��	

f(x) ≤ y 
� ��	 ���� 
� x ≤ g2(y).

���� ��� ��� y ∈ L2


g1(y) ≤ g1(y) ⇐⇒ f(g1(y)) ≤ y

⇐⇒ g1(y) ≤ g2(y)

��	

g2(y) ≤ g2(y) ⇐⇒ f(g2(y)) ≤ y

⇐⇒ g2(y) ≤ g1(y).

��� 
������
�
��
 g1(y) ≤ g2(y) ��	 g2(y) ≤ g1(y) 
���� ���� g1(y) = g2(y) ��

���
���������

�� �� ���� ��� ��������� 
� ��� 	��� �� ���� ���� �� ������ ����� 
 ��� ����

�	!�
��� f1 ��	 f2 �� g ��� ������

��������� �	�	�
	 " ���	���� �
����� 
� � ����
#� L = (L,≤) ��#� ���� ��� ��� ������

A ⊆ L

∨
A ��	

∧
A �$
�� 
� L�

�	
��� ������� " #������� ����
#� #�� ���� �� �������	 �� �� ����� #������� ��	 �����

#�#������� ���� �
���	 �� � #���%����
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 ���������� �
� 
������� ��

��� �������	
 ���	�
��	 �� 
�� ��
�
��� �� ������
� ��

���� �����
�� ���� 
��

�
�	���� ���	�
��	�

��������� �	�	�
	 ��� ��
�
��� �� ������
� ��

����� ��	�
�� �� CLat� �� 
�� ����

�����
�
��� �� Lat ���		�� �� 
�� ������
� ��

�����

������ ������� ��� ��������� �� CLat ��� ���
 ��

��� �������������� 
��� ���

����� �����
 A ⊆ L� �
 ����� 
��

∨
f(A) ≤ f(

∨
A) �	� f(

∧
A) ≤ ∧

f(A) �� 
��

������
� �� ��	�
�	���
� �� 
�� �������� f �

������ ������� � ������
� ��

��� (L,≤) ����� L = {0 = ∞} �� � ��	
��
�	 ��
 ��

��
� �	�
��� �	� 
����	�� �	 CLat� �� (L,≤) �� � ���� �����
 �	 ����� �������	


��
� Lat� �� ��� 
��
 ��
� ���� ���� �����
� ��
� 
�� ���� �	������	
 ��
�

����
 �	�	��	 ���� ��� P �� 	 
����
 ��
∧
S ������ ��� ����� S ⊆ P � ���� P �� 	

���
���� �	�����


������ ������� ��
� ��
���� 
� 
�� ����� �����
� 	�
� 
��
 
�� ���	
∨
S ��	 �� ���	��

�	 
���� �� ���
�� �����

∨
S =

∧
{p ∈ P | s ≤ p, ∀s ∈ S}.

� ������
� ����� �� 
���	 �	 � �

��� ������� !"#$� %	 ����
��	� 
�� �����
 �� ����

������ �	� ��
	����	
�� ��������� 
�� ����	
 �� ���& ��'����� 
� ������ � ������
�

��

����

����
 �	�	��	 ��� L1, L2 �� ���
���� �	������ �� CLat 	�� f : L1 → L2 �� ��������


���� f �	� 	 ����� 	������ �� 	�� ���� �� ��� 	�� S ⊆ L1�

f(
∨

S) =
∨

(f(S)).

��		
� �� ���
�� ���� 
��
 �� f ��� � ��
�
 �����	
� 
��	 f(
∨
S) =

∨
(f(S)).

 �
 g : L2 → L1 �� � ��
�
 �����	
 �� f � �� ���� f(
∨
S) =

∨
(f(S))� �� ���� 
��


f(
∨
S) ≤ ∨

(f(S)) �	� f(
∨
S) ≥ ∨

(f(S))� (�� 
�� ���
 �	�'����
�� 	�
��� 
��


f(
∨
S) ≤ ∨

(f(S)) �� �'������	
 
�

∨
S ≤ g(

∨
f(S)).

(��
���� �� )������
��	 *�*�"+,*-�
∨
S ≤ g(

∨
f(S)) �� �	� �	�� �� s ≤ g(

∨
f(S)) ���

��� s ∈ S� .�
 
��	 s ≤ g(
∨
f(S)) �� �'������	
 
� f(s) ≤ ∨

(f(S)) ����� ����� ��

)������
��	 *�*�"+,/-� .� 0����& *�*�*1�

∨
f(S) ≤ f(

∨
S)



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

���� �� ���� ��� 	�
����� �
 ��� ������ ����� �
 f(
∨
S) =

∨
f(S), ∀S ⊆ L� ���


f ��� � ����� �����
�� �� 	�
����	� g : L2 → L1 �����	����� ��� y ∈ L2� ���
 ���
�

g(y) =
∨

{x ∈ L1 | f(x) ≤ y}.

���� �� ��� ��
� �� ���� ���� g �� ��
���
� �
� �� � ����� �����
� �
 f � �� ����

���� ���� g �� ��
���
�� ��� y2 ≤ y1 �
 L2� �� ����

{x ∈ L1 | f(x) ≤ y2} ⊆ {x ∈ L1 | f(x) ≤ y1}.

���
 �� ����������
  � �!"#$%� �� �����


∨
{x ∈ L1 | f(x) ≤ y2} ≤

∨
{x ∈ L1 | f(x) ≤ y1},

�� �&������
���� g(y2) ≤ g(y1) ���� g �� ��
���
�� ����� �� ���� ���� g �� � �����

�����
� �
 f � '����� ���� f(a) ≤ b� �� ���� �� ���� ���� a ≤ g(b)� (� ���
����


�
 g(b) �� � ���
� �� 
������ 
��� f(a) ≤ b ���� a ≤ g(b)� )�
�������� ��� a ≤ g(b)�

���
� ������
� f �
� ���
� ��� 
�	� ���� f(
∨
S) =

∨
f(S) �
� f �� ��
���
�� ��

�����


f(a) ≤ f(g(b))

= f(
∨

{x ∈ L1 | f(x) ≤ b})
=

∨
f({x ∈ L1 | f(x) ≤ b})

≤ b

�
� ��� ����
 �� 	��������

����� ������� ��� L1, L2 �� ����	��� 	
������ 

� f : L1 → L2 �� ����� ��������
��

���
 f �
� 
 	��� 
����
� �� 

� �
	� �� ��� 
		 S ⊆ L1�

f(
∧

S) =
∧

(f(S)).

������ ���� �� ��� ���� �������
� �
 �����  � �$ �

��	
���

 ������� '����� L �� � ����� �
� x, y ∈ L� ���
 x �� ��		 
���� y� ��
����

�� x � y� �
 
�� ��� ������� A ⊆ L� �
 y ≥ ∧
A� ���
 
�� ���� a ∈ A� x ≥ a�

��
�
����

 ������� ��� L �� 
 ����	��� 	
������ ���
 ��� 
		 a, b, c ∈ L�

�� �� a � b� ���
 a ≥ b�



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

�� �� a � b ��� b ≥ c� ��	� a � c


�� �� a ≥ b ��� b � c� ��	� a � c


�� �� a � b ��� b � c� ��	� a � c


������

�� ��� S = {b}� �����
∧
S = b	 
� ��
�

∧
S = b ≤ b ��� ����� a � b	 ����� ��

���� s ∈ {b} ���� ���� s ≤ a� ��� s ∈ {b} ����� s = b�

�� ������ ����
∧
S ≤ c ��� ���� ��� S� ��� ����

∧
S ≤ b	 ��� ����� a � b	 ��

�����
� ���� s ≤ a ��� ���� s ∈ S� ���� ��
∧
S ≤ c	 ���� s ≤ a ��� ���� s ∈ S�

�� ��� S �� � ��� ���� ����
∧
S ≤ c� ����� b � c	 ����� �� ���� s ∈ S ���� ����

b ≥ s� ����� a ≥ b	 ���� �� ��������
���	 
� ������ a ≥ s	 ��������� a � c�

�� ��� S �� � ��� ���� ����
∧
S ≤ c� ����� b � c	 ����� �� ���� s ∈ S ���� ����

b ≥ s� ����� a � b	 ���� �� ���� ���	 
� ��
� a ≥ b	 ���� �� ��������
���	 
�

������ a ≥ s	 ��������� a � c�

��������� �	�	
�	 � ��
��	�	�� �����������	 ������	 L = (L,≤) �� � �������� �������


���� �������� ∧
i∈I

∨
j∈Ji

xi,j =
∨
f∈F

∧
i∈I
xi,f(i)

��� ��� ������ ���� �� �������� �� �������� {xi,j : i ∈ I, j ∈ J}	 
���� F �� ��� ��� ��

��� ������ ��������� ��� ��� ������ �� ���� {Ji : i ∈ I}�
��� �����
��! ������ �� ��!��� ���"���
��� ��� �� �����#�� 
����
�� ��� �������� ��

�������� ����������
��� �� ��������� �� ��� ������ ���������

�
����� �	�	
�	 ���� ��� ��� �	� L �	 � ��
��	�	 ������	
 ��	� ��	 �������� ����	!


	��� ��	 	"�����	��


	� L �� ��
��	�	�� �����������	


�� #�� ��� y ∈ L� y =
∧{x ∈ L | x � y}


��������� �	�	
�	 � ����	 �����������	 ������	 (L,≤) �� � ���������� ����������
� ���"

���� 
���� �������� ���� �� p � 0 ��� q � 0	 ���� p ∧ q � 0 ��� ��� p, q ∈ L�


��
�� ������� ��� ��������� �� 
���� ����������
� ������� �� ���!���� ��$����� ���� ���

��� ���������� �� %��!! &�'(� )� ���� �������� � ��������� ���� ��� ��� ������� ��


��� ���
� ��� ������ �������	 ����	 ∞ � 0 ��� ���� ��������� ���������� ��� ���
���


���� ����������
� ������� {0 = ∞} 
���� 
� ��� �� ������ �� ��������



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

��� ����� 	��
�����

���� ������	 �� 
�
�����
 �� 
��	�	
 ����� ���	������ ����� ��� ������� �� ���� ������

�	
 ���� 
���� � ��� ��	
���	��� �������� �	
 �������� �	 �

����	� � ���� �� �����

����������	�� ������� ��� �����	��
�

��������� �	
	�	 ���� �� ! �������� V = (V,≤,+) �� � �������� ������� ���� �	

����������� �	
 ����������� ��������	 +: V × V → V ������"�	
 ��� �������	
�

�� 0 �� � �	�� ��� +� ���� ��� ��� ��� p ∈ V �

p+ 0 = p;

�� �	�
���� ��
��������� ���� #�� ��� p ∈ V �	
 ��� �������� {qi}i∈I �� �����	�� ��

V �

p+
∧
i∈I
qi =

∧
j∈I

(p+ qj).

��������� �	
	�	 $�� V �� � ���	���� �	
 p ∈ V � ���	 ��� �	" ��� p+� : V → V �

����� �� � ���� �
%��	� �− p : V → V �����
 
���������� ����� �������� ��� �	�������

�������"&

q ≤ p+ r �� �	
 �	�" �� q − p ≤ r.

������ ������ ��� ������	�� �� ��� ���� �
%��	� �� 
����	���
 �" $���� '�'�((� ���

��	��������	 �� ��� ���� �
%��	� ����	 �	 ��� ����� �� ��� $���� ��	 �� ���
 �� 
���

� �������� ������� ��� ���� ����������	 	����"&

p− q =
∧

{r ∈ V | p ≤ q + r}.

�
����� �	
	�	 ��� ��� �� ����	
�
 ���� 	������ [0,∞] ���� ��� ����� ��
���	
 ≤ ��
��	����" ��
���
 �	
 ���������" 
������������ ���	 
��	�	
 ��� �

����	 ��������	
�	 ��� ��������� �� �� ��� ����� �

����	 �	 	������� �� �����	 � ���	���� ([0,∞],≤
,+)� ���	 ����������	 �	 ���� ���	���� �� �����" p − q = max{0, p − q} ���	
 ���
����� ����������	 �	 	������ �	 R�

����������� �	
	�	 ����
�������
 �� ��� 	�
���� ��
��������� ���� ��� V �� � �����

����� ���� ��� ��������� 
�������� ��� �����

�� ��� p ∈ V ��� ∞ ��� �� ������� �� V ! p+∞ = ∞�

	� ��� ��� p, q, r, s ∈ V ! �� p ≤ q ��� r ≤ s! ���� p+ r ≤ q + s�



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

������

�� ���� ����
∧ ∅ = ∞ ����� 	� 
����
 ������� ���� �� ��� ����	�� �	���	���	��

��� �	��� 	� ����	�	�� ������ �� ����	�

p+∞ = p+
∧

∅ =
∧

(p+ ∅) =
∧

∅ = ∞.

�� ������ ���� p ≤ q ��� r ≤ s� ���� �� ����	�	�� ������ p + r ≤ p + r 	�

� �	��!��� �� (p + r) − r ≤ p� "	�#� p ≤ q� �� ���� (p + r) − r ≤ q� ��

� �	��!���!��

p+ r ≤ q + r.

$� ���� � �	�	!�� �������� %�� q + r ≤ q + s� ���� �� �����	�	�	��� �� ����	�

p+ r ≤ q + s.

����� ������ ��� V �� � ������	�
 ���� 
�� �		 p, q, r ∈ V �

�� �
 p ≤ q� ���� (p− r) ≤ (q − r)


�� �
 p ≤ q� ���� (r − p) ≥ (r − q)


������

�� �� &���� ���� (p− r) ≤ (q− r)� 	� 	� � �	��!��� �� ���� ���� p ≤ (q− r) + r ��

����	�	�� ������ ��	� %�!!��� %��� ��� &��&���� q ≤ (q− r)+ r �� � �	��!���!��

(q − r) ≤ (q − r) ��	#� ��!�� 	� V �

�� �� &���� ���� (r− q) ≤ (r− p)� 	� 	� � �	��!��� �� ���� ���� r ≤ (r− p) + q ��

����	�	�� ������ ��	� %�!!��� %��� ��� &��&���� r ≤ (r− p) + p �� '��&��	�	��

����()�*� ��	#� 	� � �	��!��� �� (r − p) ≤ (r − p) ��	#� ��!�� 	� V �

	
����� ����
� ������ ������������ �
 ������	��� ������ V �� � ������	�
 ����


�� �		 p, q, r ∈ V �

�� q − p = 0 �� q ≤ p�

�� q ≤ p+ (q − p) �� ������	���	�� q − (q − p) ≤ p�

�� (p+ q)− p ≤ q�

	� ((r − q)− p) = (r − (p+ q)) = ((r − p)− q)�



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

�� (p+ q)− (q + r) ≤ (p− r)�

�� (p− r) + q ≥ (p+ q)− r�

�� p+ (q − r) ≥ (p+ q)− r�

�� (q − p) ≤ (q − r) + (r − p)�

�� (p ∧ q) + (q ∧ r) = (p+ q) ∧ (p+ r) ∧ (q + q) ∧ (q + r)�

��� (p+ q)− (q + r) ≤ (p− q) + (q − r)�

��� (p− q) ≤ p ≤ (p+ q)�

	
���� ��� p, q, r ∈ V ����� V �	 
 ��

�
���

�� �� ���
����
 ������ �� �
�� ��� �������
� �����
��
��	�

q − p ≤ 0 ⇐⇒ q ≤ p+ 0

⇐⇒ q ≤ p.

�� �� ���
����
 ������ �� �
�� ��� �������
� �����
��
��	�

q − p ≤ q − p ⇐⇒ q ≤ p+ (q − p)

⇐⇒ q − (q − p) ≤ p.

�� �� ���
����
 ������ �� �
�� ��� �������
� �����
��
���

p+ q ≤ p+ q ⇐⇒ (p+ q)− p ≤ q.

�� ��� ��� ���
���� ((r− q)− p) = (r− (p+ q)) = ((r− p)− q)� �� ���� 	��� ��
�

�
� ((r − q)− p) = (r − (p+ q)) 

� � � (r − (p+ q)) = ((r − p)− q)�

��� ��� ((r − p)− q) = (r − (p+ q))� �� �	 �
���� �� 	��� ��
�

((r − p)− q) ≤ (r − (p+ q))



�

((r − p)− q) ≥ (r − (p+ q)).

��� ��� ��	� �
���
�����  � ���
����
 ������ �� � �
�
 ��� �������
� �����!


��
��	�

((r − p)− q) ≤ (r − (p+ q)) ⇐⇒ (r − p) ≤ ((r − (p+ q)) + q)

⇐⇒ r ≤ (r − (p+ q)) + (p+ q)



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

����� ����� 	
 ��
� ��� �	���� ���� ��
 ��� ������ ���������
� 	
 ���������

������ �� �	���� ��� ��������� �������������

((r − q)− p) ≥ r − (p+ q) ⇐⇒ ((r − q)− p) + (p+ q) ≥ r

⇐⇒ ((r − q)− p) + p ≥ (r − q)

⇐⇒ ((r − q)− p) ≥ ((r − q)− p)

����� ����� ��� �� ��� ��
���� �
��
�

��� ��
 ��� �������
 (r − (p+ q)) = ((r − p)− q)� �� �� ������ �� ���� ����

(r − (p+ q)) ≤ ((r − p)− q)

���

(r − (p+ q)) ≥ ((r − p)− q).

��
 ��� �
�� ���������
� 	
 ��������� ������ �� �	���� ��� ��������� ����� 

��������

(r − (p+ q)) ≤ ((r − p)− q) ⇐⇒ r ≤ ((r − p)− q) + (p+ q)

⇐⇒ (r − p) ≤ ((r − p)− q) + q

⇐⇒ ((r − p)− q) ≤ ((r − p)− q)

����� ����� ��� �� ��� ��
���� �
��
� ��
 ��� ������ ���������
� 	
 ����� 

���� ������ �� �	���� ��� ��������� �������������

(r − (p+ q)) ≥ ((r − p)− q) ⇐⇒ (r − (p+ q)) + q ≥ (r − p)

⇐⇒ (r − (p+ q)) + (p+ q) ≥ r

����� ����� 	
 ��� �
���
�
 ����� �� ��
� ��� �	����

�� !
 ��� �
���
���� ��� ��� �"� �	��� ��� #
��������� ����$� �� �	����

(p+ q)− (q + r) = ((p+ q)− q)− r

≤ p− r.

�� !
 ��� �
���
�
 �"� ��� �$� �	���� �� �	����

(p+ q)− (q + r) ≤ (p− r) ⇐⇒ (((p+ q)− r)− q) ≤ (p− r)

⇐⇒ (p+ q)− r ≤ (p− r) + q.



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

�� ����� ����	�
� �
�� �	 �

��� 
�	 ��������� 	������	��	��

(q + p)− r ≤ (q − r) + p ⇐⇒ (q + p)− r ≤ p+ (q − r)

⇐⇒ (p+ q)− r ≤ p+ (q − r).

�� �� 
�	 ���
 ��� ��� ��� ����	� �	 ��
���

q − p ≤ ((q − r) + r)− p.

≤ (q − r) + (r − p).

�� �� 
�	 ���
����
��	 ��� �� ����
���� �	 ��
���

(p ∧ q) + (q ∧ r) = [(p+ q) ∧ (p+ r)] ∧ [(q + q) ∧ (q + r)]

= (p+ q) ∧ (p+ r) ∧ (q + q) ∧ (q + r).

��� �� ������� 
�	 ����	�
�	� � � ��� �!�� �	 ��
���

(p− q) + (q − r) ≥ (p− r)

≥ (p+ q)− (q + r).

��� �� "������
��� ��#�!��� ��� $	%%� ��#�
� �	 ��
��� 
�	 ��	�����
�	� p ≤ p+ q

��� p− q ≤ p� &��� �� 
�����
���
�

(p− q) ≤ p ≤ (p+ q).

������� ��	�
� ��� V �� � ������	�
 ���� 
�� p ∈ V ��� {qi}i∈I � 
���	� �
 �	������

�
 V �

�� p− (
∧

i∈I qi) =
∨

j∈I(p− qj)'

�� (
∨

i∈I qi)− p =
∨

j∈I(qj − p)'

������

�� (	 ���� ���� 
��


p−
(∧

j∈I
qj

)
≥

∨
i∈I

(p− qi)

���

p−
(∧

j∈I
qj

)
≤

∨
i∈I

(p− qi).



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

��� ��� ���� 	
���
�	��� 	� 	� �
���� �� ���� ��
� ��� �
�� i ∈ I�

p−
(∧

j∈I
qj

)
≥ (p− qi)

��	�� ������� ��
∧

j∈I qj ≤ qi 

� ����
 ���������

��� ��� ����
� 	
���
�	�� p −
(∧

j∈I qj
)

≤ ∨
i∈I(p − qi)� �� �	�� ���
	
 ���

���	�
��
��

p−
∨
i∈I

(p− qi) ≤
∧
j∈I

qj.

 ��
 �� !��"��	�	�
 ����#$�#�� ��� �
���� 	� ���	�
��
� ��

p−
∨
i∈I

(p− qi) ≤ qj

��� �
�� j ∈ I ��	��� 	
 ���
� 	� ���	�
��
� ��

(p− qj) ≤
∨
i∈I

(p− qi)

��	�� 
��
�� ������

�� %� �	�� ���� ��
� (∨
i∈I
qi

)
− p ≥

∨
j∈I

(qj − p)



� (∨
i∈I
qi

)
− p ≤

∨
j∈I

(qj − p).

 �� ���� 	
���
�	�� 	� ���	�
��
� ��
(∨

i∈I qi
) − p ≥ (qj − p) ��� �
�� j ∈ I

�� !��"��	�	�
 ����#$���� ��	�� �
�	�� ������� ���� qj ≤ ∨
i∈I qi 

�  ������

������#��

&��	�� ��
� ��� ����
� 	
���
�	��
(∨

i∈I qi
)− p ≤ ∨

j∈I(qj − p) 	� ���	�
��
� ��

∨
i∈I
qi ≤

∨
j∈I

(qj − p) + p.

 ��
 ��  ������ ����#$���� 	� 	� �
���� �� ���� ��
� ��� �
�� i ∈ I�

qi ≤
∨
j∈I

(qj − p) + p,

�� ���	�
��
���� qi − p ≤ ∨
j∈I(qj − p) ��	�� 
��
�� ������



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

��������� �	
	�	 ��� V = (V,≤V ,+V ) ��� W = (W,≤W ,+W ) �� �	����
��� 
���

� �������� �	
	
	���
�
 �� � �	������ f : V → W ����� �� ��������� ���������

��� ������ �
������ ����� f(0V ) = 0W ��� �������� f(a+V b) ≤ f(a) +W f(b) ��� �



a, b ∈ V �

��������� �	
	�
	 
�� �������� �� �	����
��� ������� Quant� �������� �� �

 �	���

��
�� �� ������� ��� �

 �	����
� ������������� ������� ��� ������� �� ����������

��� � �	����
� V � idV : V → V �� ��� �������� �	������ ��� ����������� �� ���� ��

�	��������

��������� �	
	��	 � ����� �������� V = (V,≤,+) �� � �	����
� ����� ��� ���	��	��

(V,≤) �� � ��
	� �������	���� 
�������

������� �	
	��	 ��� ��� ����
���
� �������	���� 
������ ([0,∞],≤) ����� ��  !���
�

"�#�$� �� ������ ���� ��� ��

������ ��
����� a � b ������ �� %�������� "�"�#$

������� ����
� a > b ��� a, b ∈ [0,∞]� 
��� ([0,∞],≤) �� ����
� ������� �� �� �

��
	� �������	���� 
������� ��	� ([0,∞],≤,+) �� � ��
	� �	����
� ����� �������� ��

��� 	�	�
 �������� �� �	������

������� �	
	�
	 &� ��� ��
	� �������	���� 
������ ([0,∞],≤) ����� �� �!���
� ������

�� ����� � ��'����� �������� ��������� ����� ��

x⊕ y = max{x, y}

��� ��� x, y ∈ [0,∞]� �� ������ � ��
	� �	����
� ([0,∞],≤,⊕)� (��� ���� ��� �����


⊕ �� 	��� ������� �� ��� 	�	�
 + �� ��'��������� ��� ��� ��
	� �	����
�� ������ ��

[0,∞]�

������� �	
	��	 ��� X �� � ��� ��� Pf (X) �� ��� ��� �� �

 ����� �	����� �� X� )�

����� ω ⊆ Pf (X) �� �� � �	������� 	� X �� ��� ����� A,B ∈ Pf (X)� A ∈ ω ���

B ⊆ A ���
��� ���� B ∈ ω� 
��� ��� ��� �� �

 
��������� �� ����� �	����� �� X�

������� �� Ω(X)� ������� �� ������� ���
	���� �� � ����
��� 
������ ��� �� ����� �

����
���
� �������	���� 
������� )��� � ��

������ ��
����� �� Ω(X) ������� ����

%�������� "�"�#$ ��� �� �������� ��������� ������ �� ω1+ω2 = ω1∩ω2� �� ������ �



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

����� �������� (Ω(X),≤,+) 	����
 ���� �
	����� 
��
��
 ������ Ω(X)� �
�� 
������


� ���� �
	���� �� �		������� �� ����� �����

������� �	
	��	 ��� ��� Δ 
� ��� ��� 
�����	� 
���������
� ���	��
�� �
������ ����

��� 
��
���� 
� ��� �
��� ���� 
�
����� ��
 ��� �

���
� 
������
� 
�!��
 �� "�	��
�

��# ��$�� (Δ,≤op,+) � ����� ��������� %���� �
 &������ � �
� � ��
�
��� ���������


� (Δ,≤op,+)�


�������� �	
	��	 ��� 	����
�� 
� ����� ���������� 
��
��
 VQuant� �� � ���� ��� 

	����
�� 
� Quant ������
 �� ��� ����� ����������

������ ������� ��� �
������� 
� VQuant ��� ������ ��� �������� �
�
�
��������

��� ��
����� 
� �
�
�
��	��� 
� ��� �
�
�
������� ��������� ��� 
�
�� 
� ���

���� ��
�� ������
� ��
 ���
 ��� ����� ��
 '
����

��� ������ ���
� �������� �� ���
����� ��
����� 
� ����� ����������

������� �	
	��	 ��� V �� � ����� 	��
����� �
�
 ��� ����� ε � 0 �
 V �
� �
�

n ∈ Z+� �
��� ������ � δ � 0 �
 V ���
 �
��

n · δ ≤ ε

�
��� n · δ �� �
� �
��� 
������
 �� δ ����� �����
�� n 
����� �� ������

��		
� (�� ε � 0 ��
 n ∈ Z+� )� 
�!�� ��� ����

S = {n · δ | δ � 0}

��


S ′ = {δ1 + . . .+ δn | δ1, .., δn � 0}.
�
 ��
� ����

∧
S = 0� �� ���� ��
� ���� *�+

∧
S ′ = 0 ��
 *��+

∧
S ′ =

∧
S�

*�+ ��, δ1, . . . , δn−1 �
 �� ����

Sδ1,...,δn−1 = {δ1 + . . .+ δn | δn � 0} = δ1 + . . .+ δn−1 + {δn | δn � 0}.

"��	� V �� 	
�������� 
������������ �� ���
��� #�#�-.� �� ����

∧
{δn | δn � 0} = 0,

���� �� 
�����

∧
Sδ1,...,δn−1 = δ1 + . . .+ δn−1 +

∧
{δn | δn � 0} = δ1 + . . .+ δn−1.



������� �	 ���
���
����� �
 ���������� �
� 
������� ��

�� ��� �����	 ��� 
��


S ′ =
⋃

δ1,...,δn−1�0

Sδ1,...,δn−1 .

���� 
	 ����� ������ ��� �����
� ���
��
�
��� ���� �� ����

∧
S ′ =

∧⎛
⎝ ⋃

δ1,...,δn−1�0

Sδ1,...,δn−1

⎞
⎠

=
∧

δ1,...,δn−1�0

(∧
Sδ1,...,δn−1

)

=
∧

δ1,...,δn−1�0

(δ1 + . . .+ δn−1)

=
∧

{δ1 | δ1 � 0}+ . . .+
∧

{δn−1 | δn−1 � 0} = 0


���
∧
S ′ = 0�

���� �� ���� ���
 ���� 
��

∧
S =

∧
S ′�  ����

∧
S ′ = 0 ����� �� 
�� 
�

��

������
 �! V � �� ���
����	 ���� 
��

∧
S ′ ≤ ∧

S� �� ��� ��!
 
� ���� 
�� �
���

���"����
	�
∧
S ≤ ∧

S ′� �� �"�������
�	� !�� ��� s′ ∈ S ′�
∧
S ≤ s′ 
	 #��$���
���

�����%����

��
 s′ ∈ S ′ ��� δ1, . . . , δn � 0 ���� 
��
 s′ = δ1 + . . . + δn�  ���� V �� � �����

���
��
�
��� ��

���� �� ����
∧n

k=1 δk � 0� ����
� δm =
∧n

k=1 δk� ����

s′ = δ1 + . . .+ δn ≥ n · δm ≥
∧

S.

 ���� s′ ∈ S ′ �� ��
�
���	� �
 !������ 
��

∧
S ≤ ∧

S ′� 
���

∧
S =

∧
{n · δ | δ � 0} =

∧
S ′ = 0

&	 �����
��� ����'(� 
���� ����
� � δ � 0 ����� n · δ �� �� S ���� 
��
 n · δ ≤ ε�

)�� n = 2� �� �

��� 
�� ���$����� �����
 
����� ����� �� �
���*�� ��
�������	 ��


�� ��

�� ���$
����

����� �����	� ���� ��� V �� 	 
	��� 
�	��	��� ���� ��� �
��� ε � 0 �� V � �����

������ 	 δ � 0 �� V ���� ��	�

δ + δ ≤ ε.



������� �

�������� �����	 
����
 ���
��

�� ���� ���	�
�� 

 ��������
 �������
 ����
� �
���� �	��
� ��� V ��	��
��� 
���� ��


��
 ���� ���
��� �� ����� �� ���� ��
���� ��
 ���� �
����� ���	�� �
��
� V ��	��
�

��� 	�����
� ���
 ����� 
���	�
� ��  
����� !�"� #
 
�������� � �

 �
����� �� ��


���������� �� ��
 ����� ��������
 ���������� ���� �� ��
 �������
 ��������� �� X ���

Xop ��� ���
� ������ �	
�������� $��
 ���� 
�
� V = [0,∞]� ��� ��
 ����
	�� ���

�
����� ��� V ��	��
� �	
�����%
 �� ��
 �������� ������� �� �
���� �	��
��

��� ������	 V 
���
��

���� �
����� �� �
�����
� �� �
����& V ��
����� ��� V ��	��
�� ��
 ������ �� V �

�	��
� &
�
����%
� �
���� �	��
�� ������
���� �	��
�� 	������������ �
���� �	��
� ���

��������
 �	��
� '()*� ���� &
�
����%����� &������

� ���� 
�
�� �
���� ������
� ���

V ��	��
� ���
����
�� ��	��
� ��� �������� ��� ��
 ���
� �	��
�� ���� 

 ������ �

����� ���
��������& �� ��
 ��������
 �� ��
�
 �	��
� ��� V ��	��
� �� 

���

��������� �	
	
	 '(+� ()* ,
� V �
 � ����
 �������
 ��� X � �
�� ��
� � ��������

d : X ×X → V �� ����
� � V ������� �� �� ������
� ��
 �����
��& 	��	
���
�� -�� 
�
��

x, y, z ∈ X�

� .
/
������0 d(x, x) = 0 
�
�
 0 �� ��
 ������ 
�
�
�� �� V 1

� �����&�
 ��
�������0 d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)�

2 �	
��
�� 

�	�� ������ ��
�� ��� V ���
��� �� � 	��� (X, d) 
�
�
 X �� � �
� ��� d

� V ��
����� ��� �� ���	�� 
����
� �� X ���� ���� �������� �� ��
� �� ��
�
 �� ���&
�

�� �����������

��



������� �	 
�����
� ��
��� ������ ������ ��

��������� �	
	�	 ��� X �� � V ����	�
 ���
 X �� ��������� �� ��� ��� x, y ∈ X�

d(x, y) = 0 �
� d(y, x) = 0 ������� x = y
 X �� ��		���
� �� ��� ��� x, y ∈ X�

d(x, y) = d(y, x)


�
����� �	
	�	 ��� V �� ��� ����� ���
���� ([0,∞],≤,+) ����
 �
 ���
����
 �
�
���

���
 � V ����	� X �� � ����������������	 ���	�
 �� X �� ���� � ������	� ���
 �� ��

� ����������	 ���	�
 X �� ���	���� � �����	 ���	� !��
 X �� ���� � ������	 �
�

���������
 "�� ��� ���
����
� �� ����������������	 ���	�� ����������	 �
� �����	�

����� �� #�	���
 �
�


�
����� �	
	�	 �� ��� ����� ���
���� V �� ([0,∞],≤,⊕) ����
 �
 ���
����
 �
�
���

���
 � V ����	� X �� � �
��
���	
�
����	���
� ����� 
 �� X �� ���� � ������	� ���


�� �� � ��	
�
����	���
� ����� �
� X �� �$�	�� � 
����	���
� ����� !��
 X �� ����

� ������	 �
� ���������


�
����� �	
	�	 %�&' ��� U �� � ��� �
� V �� ��� ����� ���
���� (Ω(U),≤,+) ����


�
 ���
����
 �
�
�(� ���
 � V ����	� X �� � �
��
���	
����
��
�� ����� 
 �� X �� ����

� ������	� ���
 �� �� � ��	
����
��
�� ����� �
� X �� � ���
��
�� ����� !��
 X ��

���� � ������	 �
� ���������


�
����� �	
	�	 %�&' "�� ��� ��� ����� ���
���� (Δ,≤op,+) �� �����
	� ���������

���
 ��
	���
� )���
�� �
 ������ �
 *������ &+� ���
 � V ����	� X �� � �
��
���	
�

������
�
��
� 	���
� ����� 
 �� X �� ���� � ������	� ���
 �� �� � ��	
�������
�
��
�

	���
� ����� 
 X �� � ������
�
��
� 	���
� ����� !��
 X �� ���� � ������	 �
�

���������


����������� �	
	�	 ��� (X, d) �� � V ������� ���� ��� �
���
��� dop� ds ��� ds+ ������

��

�� dop(x, y) = d(y, x)�

�� ds(x, y) = d(x, y) ∨ dop(x, y) ���

�� ds+(x, y) = d(x, y) + dop(x, y)

��� ��� V �	���
���

������ ,� !��� ���! ���� -�.�$���� �
� ��� ����
��� �
������� ��� �������� ��� ���

����� ��
	���
� ��� ���� x, y, z ∈ X




������� �	 
�����
� ��
��� ������ ������ ��

�� ��� dop(x, y)� �� ���	
� ��� 
�����
���

��� �����
�
��� dop(x, x) = d(x, x) = 0.

��� ��
	���� �����	�
��� �� �	��

dop(x, y) + dop(y, z) = d(y, x) + d(z, y)

≥ d(z, x) = dop(x, z).

�� ����� 
�� ds(x, y)� �� ���	
� ��� 
�����
���

��� �����
�
��� ds(x, x) = d(x, x) ∨ dop(x, x) = 0 ∨ 0 = 0.

��� ��
	���� �����	�
��� �� �
�� ���� ��	�

ds(x, z) = [d(x, z) ∨ dop(x, z)]
≤ [d(x, y) ∨ dop(x, y)] + [d(y, z) ∨ dop(y, z)]
= ds(x, y) + ds(y, z)

���� �� ������
�
��  � �!"# $� 
� 
� ������ �� ���� ��� 
�����
�� 
����	�%


�
���

�� d(x, z) ≤ [d(x, y) ∨ dop(x, y)] + [d(y, z) ∨ dop(y, z)]&
��� dop(x, z) ≤ [d(x, y) ∨ dop(x, y)] + [d(y, z) ∨ dop(y, z)] .

��� ��� '��� 
����	�
��� ��
�� ������
�
��  � �!"#($ �� ���	
�

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

≤ [d(x, y) ∨ dop(x, y)] + [d(y, z) ∨ dop(y, z)] .

���� ��� ��)��* 
����	�
�� 
� 	��� ���� �� 
����)�	��
�� ��� ����� �
 ��� 	���%

+����

	� ���� 
�� ds+(x, y)� �� ���	
� ��� 
�����
���

��� �����
�
��� ds+(x, x) = d(x, x) + dop(x, x) = 0 + 0 = 0�

��� ��
	���� �����	�
��� �� ��� ��	�

ds+(x, z) = d(x, z) + dop(x, z)

≤ [d(x, y) + d(y, z)] + [dop(x, y) + dop(y, z)]

= [d(x, y) + dop(x, y)] + [d(y, z) + dop(y, z)]

= ds+(x, z) + ds+(z, y).



������� �	 
�����
� ��
��� ������ ������ ��

��������� �� ��	�
��� 
��
 dop(x, y)� ds(x, y) �	� ds+(x, y) ��� V ���
�����

��������� �	
	�	 ��
 V �� � ��
�� ���	
�
� �	� X � V ������� ���	

� ��� ���� ����� �� X �� 
�� V ������ (X, dop)� ��	�
�� �� Xop�

� ��� 	
�� �
����������
� �� X �� 
�� V ������ (X, ds)� ��	�
�� �� Xs�

� ��� �������� �
����������
� �� X �� 
�� V ������ (X, ds+)� ��	�
�� �� Xs+ �

��������� �	
	�	 ��
 V �� � ��
�� ���	
�
�� ������ X = (X, dX) �	� Y = (Y, dY )

��� V ������� �	� f : X → Y �� � ��	�
��	� ���	 f ��

� ����
���
 �
�����
�� �� ��� ����� ε � 0 �	 V � 
���� ����
� � δ � 0 �	 V ����


��
 ��� ����� x1, x2 ∈ X� d(x1, x2) ≤ δ ���
��� 
��


d(f(x1), f(x2)) ≤ ε.

� �
����������� �� ��� ����� x1, x2 ∈ X�

dY (f(x1), f(x2)) ≤ dX(x1, x2).


���������� �	
	
�	 MetV �
�������� 
� ��� V ������� �� 
�	���� ��� ��� ����
���


�
�����
�� ������� ������� ��� 
�	���� �� �
������� �� � �����
�
�

������ �� ����� 
�� �
��� �	 
�� ���
��

�� ��� � V ������ (X, dX)� 
�� ���	
�
� ��	�
��	 idX �� �	 MetV � ��� ���	
�
�

��	�
��	 idX : X → X �� �� 	�� �� idX(x) = x ��� ����� x ∈ X� !
 �� ����
�

���	 
��
 idX �� �	 �����
��� �����

dX(idX(x), idX(x
′)) = dX(x, x

′),

����� ���
��� 
��
 idX �� �	�����
� ��	
�	����� 
��� idX ∈ MetV �

�� "���	 � ���� �� �	�����
� ��	
�	���� ��	�
��	� f : (X, dX) → (Y, dY ) �	�

g : (Y, dY ) → (Z, dZ) �	 MetV � 
�� �������
� g ◦ f �� �
�� �	 MetV � !
 ��

��

�#	��	 
��
 �������
�� �� ��	�
��	� ��� �
�� ��	�
��	�� �� g ◦ f �� � ��	��


��	� 
��	 �� ��� �	
� 
��
 
� ���� 
��
 g ◦ f �� �	�����
� ��	
�	�����



������� �	 
�����
� ��
��� ������ ������ ��

��� ε � 0� ����� g �� ���	
��
� �
�����
��� ����� ������ � δ1 � 0 �
�����
�����

�
 ε ��� ����� f �� �
�
 ���	
��
� �
�����
��� ����� ������ � δ2 � 0 �
�����
���

��� �
 δ1� ����
�� dX(x, x
′) ≤ δ2 	
� �
�� x, x

′ ∈ X� ���� dY (f(x), f(x
′)) ≤ δ1

����� ���
��� ����

dZ(g ◦ f(x), g ◦ f(x′)) = dZ(g(f(x)), g(f(x
′))) ≤ ε,

���� g ◦ f �� ���	
��
� �
�����
��� ���� g ◦ f ∈ MetV �

��������� �	
	

	 ��� �����
�� MetΣV �� � 	�

 ��������
�� 
	 MetV � ������� ��

��� ��������� V ������� ��� �

 ��� �
�����
����� ���	
��
� �
�����
�� 	�����
��

������� ����� 
������ �� ���
��� ����
��
�� �� ����� 
���� 	�

 ��������
���� 
	

MetV � ���
��� SMetV ��� SMetΣV � ������� �� ��������� V �������� ��� ���������

��������� V �������� ����������
�� �
�� ���� SMetΣV �� � 	�

 ��������
�� 
	 �
��

MetΣV ��� SMetV ��� �

 ����� 	
�� �����
���� ��� 
�����

������ ������� ����� V = [0,∞]� �� ��� ����
� �
���� ���� ��� �����
�� MetV ��

��
�
����� �
 SQMet ���
� MetΣV �� ��
�
����� �
 SMet�

������ ������� ��� ������
 
����� 
	 MetV �� ��� ����� V ������ ��� ��� �������



����� �� ��� V ������ (X, d) ����� X �� � ����
��
� ����  
� MetΣV � SMetV ���

SMetΣV � ��� ������
� 
������ ��� ��� ����� ��������� V ������� ����� ��������� V �

����� ��� ����� ��������� ��������� V ������� ����������
�� ��� �������
 
������

	
� ����� �����
���� ��� ����
�� �
 (X, d) ������ ��
��� ���� ��� ��!������ ���� d

�� � ��������� V ������� 	
� MetΣV � ��������� 	
� SMetV � ��� �
�� ��������� ���

��������� 	
� SMetΣV �

����
 �	
	
�	 ��� X �� � V ����	�
 �� 
� ����� ���� d(x, y) ≤ ε ��� ��� ε � 0 
� V �

���� d(x, y) = 0


��		
� "� ��� ����
� ��� ���� �� #�
�
����
� $�$�%&'%( ��� ���
��� $�$�)*�

d(x, y) ≤
∧

{ε ∈ V | ε � 0} = 0.

����������� �	
	
�	 ��� (X, dX) ��� (Y, dY ) �� V ����	��
 ���� ��� ���	�
�� �� X×Y
�
��� ��

dX×Y ((a, r), (b, s)) = dX(a, b) ∨ dY (r, s)
��� a, b ∈ X ��� r, s ∈ Y 
� � V �����
	




������� �	 
�����
� ��
��� ������ ������ ��

������ �� ���� ���� 	�
	 dX×Y ((a, r), (b, s)) �� ����
��� 
�� �
	����� 	�� ���
����

�����
��	��

�� ����
���	�� ��� ����� a ∈ X 
�� r ∈ Y �

dX×Y ((a, r), (a, r)) = dX(a, a) ∨ dY (r, r) = 0 ∨ 0 = 0.

�� ���
���� �����
��	�� ��� ����� a, b, c ∈ X 
�� r, s, t ∈ Y � �� ���� ���� 	�
	

dX×Y ((a, r), (c, t)) = dX(a, c) ∨ dY (r, t)
≤ (dX(a, b) ∨ dY (r, s)) + (dX(b, c) ∨ dY (s, t))
= dX×Y ((a, r), (b, s)) + dX×Y ((b, s), (c, t)).

�� �������	���  � �!"# $� �	 ��%&�� 	� ���� 	�� '�������� �����
��	����

��� dX(a, c) ≤ (dX(a, b) ∨ dY (r, s)) + (dX(b, c) ∨ dY (s, t)) 
��
��� dY (r, t) ≤ (dX(a, b) ∨ dY (r, s)) + (dX(b, c) ∨ dY (s, t)) .

��� 	�� ���	 �����
��	�� �� �(	
��

dX(a, c) ≤ dX(a, b) + dX(b, c)

≤ (dX(a, b) ∨ dY (r, s)) + (dX(b, c) ∨ dY (s, t))

(� �������	���  � �!"#)$� ��� ��&��� �����
��	� '������ ��*��
���� �����'���

dX×Y ((a, b), (x, y))

�� 
 V +*�	��&�

��������� �	
	
�	 ,�	 (X, dX) 
�� (Y, dY ) (� V +��
&��� ���� (X×Y, dX×Y ) �� &
����

	�� �������� ����	
� V ����
� �����

dX×Y ((a, x), (b, y)) = dX(a, b) ∨ dY (x, y)

�� 	�� �������� ����	
� V �
����
�

��������� �	
	
�	 ,�	 (X×Y, dX×Y ) (� 
 V +��
&�� ���� 	�� '��&	��� πX : X×Y →
X ������ (�

πX(x, y) = x

�� &
���� 	�� �����
���� 	� X� ��� ���-�&	��� πY : X × Y → Y �� ��*��
��� �������



������� �	 
�����
� ��
��� ������ ������ ��

������� ��	�	
� ��� (X, dX) ��� (Y, dY ) �� V �	
���	� 
��� (X × Y, dX×Y ) ���� ���


���������	 �	 � ����������� 
������ �� MetV �

������ �� ����� �� �	
���� �	
� �	� ��
�����
�� πX 
�� πY 
�� �
��	���� 
� MetV �

����� �	�� 
�� ����
���� �
�����
�� �
��� �� ��� �	
� �
� ����� x, x′ ∈ X 
��

y, y′ ∈ Y �

dX(πX(x, y), πX(x
′, y′)) = dX(x, x

′)

≤ dX(x, x
′) ∨ dY (y, y′)

= dX×Y ((x, y), (x
′, y′)),

�
 πX �� �
�����
����� �	�� ����
���� �
�����
��� �	� 
������� �
��
�� �����
���

�
� πY � �	�� �
� ����� ����
���� �
�����
�� �
� f : A → X 
�� g : A → Y �	���

A �� 
 V ���
��� �� �	
� �	
� �	��� ������ 
 ������ ����
���� �
�����
�� ������
�

h : A → X × Y ���	 �	
� πXh = f 
�� πY h = g� �
 �� ����� �	� �
� h ��

h(a) = (xa, ya) �	��� a ∈ A 
�� (xa, ya) ∈ X × Y � �	�� 
������� �	� ��
�����

πX(h(a)) = f(a)� �� 
��
��

πX(h(a)) = πX(xa, ya) = xa = f(a).

�	�� �	
�� �	
� �� 
�� �
���� �
 �
 � xa 
� f(a)� �����
���� 
������� �	� ��
�����

πY (h(a)) = g(a)� �� 
��
��

πY (h(a)) = πY (xa, ya) = ya = g(a).

�	�� �	
�� �	
� �� 
�� �
���� �
 �
 � ya 
� g(a)� �	�� �	� �
� h �� �������� ������


� h(a) = (f(a), g(a))� !��� �� �	
� �	
� h �� 
 �
��	��� �� MetV � �	
� ��� h ��

����
���� �
�����
��� "�� ε � 0� ����� f 
�� g 
�� ����
���� �
�����
��� �	���

����� δ1 � 0 �
� f 
�� δ2 � 0 �
� g� �
�	 �
�����
����� �
 ε� !
�� �	
� δ1 ∧ δ2 � 0

����� V �� 
 �
��� ������������ �
������ �
 ��� δ = δ1 ∧ δ2� ����
�� �	
� dA(a, b) ≤ δ�

�	�� ��
�� dA(a, b) ≤ δ ≤ δ1 ��������

dX(f(a), f(b)) ≤ ε.

�� 
��
 	
�� dA(a, b) ≤ δ ≤ δ2� �	��

dY (g(a), g(b)) ≤ ε.



������� �	 
�����
� ��
��� ������ ������ ��

���� �� ��		�
� ����

dX×Y (h(a), h(b)) = dX×Y ((f(a), g(a)), (f(b), g(b)))

= dX(f(a), f(b)) ∨ dY (g(a), g(b))
≤ ε ∨ ε = ε,

�� h �� 
������	� ������
�
�� ��
� h �� �� MetV �

����������� 	
�
��
 ��� V �� � ����� 	��
����� �
�
 �
� ��
����
 dst : V × V → V

����
 �� dst(x, y) = x− y �� � V ��������

������ �� 
�		 ���
 ���� dst(x, y) �������� ��� ���������� �� V ��������

����������� ��� ����� v ∈ V � d(v, v) = v − v = 0�

������	� ��� 
�	���� !� ������� "�#�$%&'� 
� �(����

d(x, z) + d(z, y) = (x− z) + (z − y) ≥ x− y = d(x, y).


�������� 	
�
��
 )�� V (� � ��	
�  
����	� ��* dst(x, y) = x− y �� �(���� ����

Vst = (V, dst)

�� ��� ���
���� V ������ ��������� �
 V �

��� �����	
 ������
��� �� ��� ����� ��	
��
	� ����

�� ����� (���� ������
��� ���
	��� �� ������
	��� ������	�+��� ��� ���
	� ���� ���

������ d : X ×X → [0,∞] �� 
������	� ������
�
��


�������� 	
�
�
 )�� (X, dX) ��* (Y, dY ) (� V �������� ���� ��� � �
������ f : X → Y

�� ��
��
���� �� � ���
� c ∈ X �� ��� ��� ε � 0 �� V � ����� ������ � δ � 0 �� V �
��

���� ��� �		 x ∈ X� ��� ��� 
�	��� dX(x, c) ≤ δ ���	��� ���� dY (f(x), f(c)) ≤ ε�

������� 	
�
�
 ��� V �� � ����� 	��
���� �
� X = (X, d) � V ������� �
�
 �
�

��
����
 d : X ×Xop → Vst �� �
������� ��
��
�����

������ )�� ε � 0� ���� (� )���� "�#�,-� ����� ������ δ � 0 �
�� ���� δ + δ ≤ ε�

.��
�� ���� dX×Xop((a, x), (b, y)) ≤ δ ��� a, b, x, y ∈ X� ���� 
� ���* �� ���
 ����

dst(d(a, x), d(b, y)) ≤ ε.



������� �	 
�����
� ��
��� ������ ������ ��

�� �������	� 
����
� �� ����

dX×Xop((a, x), (b, y)) = d(a, b) ∨ dop(x, y) ≤ δ

���� d(a, b) ≤ δ ��� dop(x, y) = d(y, x) ≤ δ �� ��	�	����	� ���������� �� ��	� ����

dst(d(a, x), d(b, y)) = d(a, x)− d(b, y).

�� ��� ����� !� "��#$�!���� �� ���� d(a, x) ≤ d(a, b) + d(b, y) + d(y, x) ���%� ��

�#$���!��� �	

d(a, x)− d(b, y) ≤ d(a, b) + d(y, x) ≤ δ + δ ≤ ε,

�����&	�� d �� $��&	�'!� %	����$	$��

��������� ��	��� ��� X = (X, d) �� � V ����	�
 ���
 ��� ��
	���
 dop : Xop×X → V op
st

�� �
������� 	�
��
����


������ ���� �� ��� �$�! �����'��� 	& ���	��' 
�����

��������� ��	�
� ��� V �� � ����� ���
���� �
� X = (X, d) � V ����	�
 �� X = Xop�

���
 ��� ��
	���
� d : X×X → Vst �
� d
op : X×X → V op

st ��� �
������� 	�
��
����


������ (�� X = Xop� �� ��� ���� ��� &$�%��	� d : X × X → Vst �� �#$���!��� �	

d : X ×Xop → Vst ���%� �� ���	��' 
����� �� $��&	�'!� %	����$	$�� ��$�

d : X ×X → Vst

�� $��&	�'!� %	����$	$�� )�'�!��!�� ��� &$�%��	� dop : X × X → V op
st �� �#$���!���

�	 dop : Xop × X → V op
st ���%� �� *	�	!!��� 
���
 �� $��&	�'!� %	����$	$�� ��$�

dop : X ×X → V op
st �� $��&	�'!� %	����$	$��

��������� ��	��� ��� X = (X, d) �� � V ����	�
 �� X = Xop� ���
 ��� ��
	���
�

ds : X ×X → V s
st �
� ds+ : X ×X → V

s+
st ��� �
������� 	�
��
����


������ (�� X = Xop� "� �� ����!� ������� ���� ��� +	�� 	& $��&	�'!� %	����$	$�

&$�%��	�� �� �!�	 $��&	�'!� %	����$	$�� ��$� ds �� $��&	�'!� %	����$	$� ���%�

ds(x, y) = d(x, y) ∨ dop(x, y)

����� d ��� dop ��� $��&	�'!� %	����$	$� �� *	�	!!��� 
���,�

-	� ds+ � �� $�� ��� &�%� ���� ��� ������	� 	& $��&	�'!� %	����$	$� &$�%��	�� �� �!�	



������� �	 
�����
� ��
��� ������ ������ ��

��������	 
���������
 ���� ds+ �� ��������	 
��������� ���
�

ds+(x, y) = d(x, y) + dop(x, y)

����� d ��� dop ��� ��������	 
��������� �	 ��������	 ������

������� ��	�
� ��� V �� � ������	�
 ���� ��� �
���� ������
�� ����

− ∧− : Vst × Vst → Vst


� ����������
��� ��� ��������� ��
����	� ����
�����


������ �	 ����� �������� ��� ������� ���� ���
 �� ������

dst(x ∧ y, x′ ∧ y′) = (x ∧ y)− (x′ ∧ y′)
= ((x ∧ y)− x′) ∨ ((x ∧ y)− y′)

≤ (x− x′) ∨ (y − y′)

= dst(x, x
′) ∨ dst(y, y′)

= dVst×Vst((x, y), (x
′, y′)).

������
�� ��	��� ��� V �� � ������	�
 ���� ��� �
���� ������
�� ��
�

− ∨− : V op
st × V op

st → V op
st


� ����������
�� ��� ��������� ��
����	� ����
�����


������ ���� �� ��� ���� ��������� �� ������� ������

������� ��	��� ��� V �� � ������	�
 ���� ��� �
���� ������
��

− ∨− : Vst × Vst → Vst


� ����������
�� ��� ��������� ��
����	� ����
�����




������� �	 
�����
� ��
��� ������ ������ ��

������ �� ������� 	
�
�
	�� �� ������

dst(x ∨ y, x′ ∨ y′) = (x ∨ y)− (x′ ∨ y′)
= [x− (x′ ∨ y′)] ∨ [y − (x′ ∨ y′)]
≤ (x− x′) ∨ (y − y′)

= dVst×Vst((x, y), (x
′, y′)).

��������� ��	�
� ��� V �� � ������	�
 ���� ��� �
���� ������
�� ��
�

− ∨− : V s
st × V s

st → V s
st


� ����������
�� ��� ��������� ��
����	� ����
�����


������ �� ������� �
	
� ��� ��������� �
	
�� �� ������

dsst(x ∨ y, x′ ∨ y′) = dst(x ∨ y, x′ ∨ y′) ∨ dopst (x ∨ y, x′ ∨ y′)
= ((x ∨ y)− (x′ ∨ y′)) ∨ ((x′ − y′)− (x ∨ y))
≤ dVst×Vst((x, y), (x

′, y′)) ∨ dop
V op
st ×V op

st
((x, y), (x′, y′))

= dsV s
st×V s

st
((x, y), (x′, y′)).

��
��
� ��	���� ��� V �� � ��	�� ������	�
 ���� ��� �
���� ������
��

−+− : Vst × Vst → Vst


� ��
����	� ����
�����


������ ��� ��� ε � 0� �� ����� 	
�
��� ����� ������ δ � 0 � !� ���� ε ≥ δ + δ
 "�

���� �� ���� ���� #�� ��� (a, b), (x, y) ∈ Vst × Vst� �# dVst×Vst((a, b), (x, y)) ≤ δ� ����

dst(a+ b, x+ y) ≤ ε.

"� $��� ����

dVst×Vst((a, b), (x, y)) = (a− x) ∨ (b− y) ≤ δ

���

dst(a+ b, x+ y) = (a+ b)− (x+ y).



������� �	 
�����
� ��
��� ������ ������ ��

���� �� ������	 
���
������� ��� �
�� �� ������

dst(a+ b, x+ y) = (a+ b)− (x+ y)

= ((a+ b)− x)− y

≤ ((a− x) + b)− y

≤ (a− x) + (b− y)

≤ [(a− x) ∨ (b− y)] + [(a− x) ∨ (b− y)]

= dVst×Vst((a, b), (x, y)) + dVst×Vst((a, b), (x, y))

≤ δ + δ ≤ ε

�� �������



������� �

����������� 	� V 
��
���

�� ���� ���	�
�� 

 �
��
 �
�� �� � V ��	��
� �
�
�����
 �
����� ���� �
���� ��������

��� ������� ��� �����
	����
�� ��
 ���� �
����� ��������
� �
�� ��� ��
�
�� ��� �����

���
 ���
 ����� �
����� �� ��
�
 ����
	��� ��
 �
���� �
����� 	�
�
��� �
����� ��

����
��
��
 �� ��������� ������������ �

� ��� ���� �� ����
��
�� �
��� ��
� ��


���� �
� �
������ ������� ��
 ���������� �� ��������� ��� ����
��
��
 �� �������


�
�� �� � V ��	��
�

��� �����	
���� �� 
���

 
 �
��� �� �
����� �
�� ��� ��
�
� ��� ������ � �

 
!��	�
�� �����

� �� �
�
��

���������� �� �������� �
����� �� ����
��
��
 �� �
���� �	��
��

��������� �	
	
	 � �������� ��� �� � 	��� (N,≤) ���������� �� � �
� N ��� � ������

�
������ ≤ 
���� �� �
"
!��
� ���������
 ��� �	
���� ���
��
�� ��
�� ��� 
�
�� a, b ∈ N �

��
�
 
!���� c ∈ N ���� ���� a ≤ c ��� b ≤ c�

��
���� �	
	�	 #�� ��
 ����
 $������
 [0,∞]� ��
 �
� N �� ��� ������� ����
�� ��


����� �
���
� �� �
 � ���
��
� �
��

��
���� �	
	�	 %
� V �
 � ����
 $������
� ��
� ��
 ����
� S ⊆ V ���������� �� ���


�
�
��� ε �� V ���� ���� ε � 0 
��� ��
 �		����
 ���
���� �� V �� � ���
��
� �
��

�
����
 V �� � ����
 �����������
 ������
�

��������� �	
	�	 %
� V �
 � $������
� ��
� � ����� �� � ����
� σ ⊆ V 
���� �� �

���
��
� �
� 
��� ��
 �		����
 ���
���� �� V � ��� ��� 
�
�� ε � 0 �� V � ��
�
 
!����

�� 
�
�
�� s ∈ σ ���� ���� ε ≥ s�

����������� �	
	�	 	
 V �� � ���
� �
������� ���� V ��� �� ����� ��� ������

��



������� �	 �
����
���� �� V ������� ��

������ ��� ����� 	��
���� V � �
� ������ S ⊆ V ���
�� �
 ������� ����� �� � ������

����� ��� ����� ε � 0 �
 V � �� 
��� ε ∈ S �
� ε ≤ ε�

��������� �	
	�	 �� N �� � �������� ��� �
� X �� �
� ���� � ��� {xn}n∈N �
����� ��

N ���
 ������ �
 X� ���� 
� �� ����� n ∈ N �
 �����
� xn �
 X�

�
����� �	
	�	 !�
�� �
� ��� �� 
������ 
������ N �� � �������� ���� �
�
 � ��	��
��

{xn}n∈N �� �����
�� �
 R �� � 
���

�
����� �	
	�	 "�� V �� � ����� 	��
����� !�
�� � ����� σ ⊆ V �� � �������� ����

�
�
 � ��� �� �����
�� {xv}v∈σ �
����� �� σ �� � 
���

��������� �	
	�	 "�� V �� � ����� 	��
���� �
� X � V #������ $
�
 � 
�� {xn}n∈N
�
 X �� ���� �� �������� �� x ∈ X %�� ������ xn → x& �� ��� �
� ε � 0� �
��� ������

� K ∈ N ���
 �
��� ��� ����� n ≥ K � d(xn, x) ≤ ε� $
� �����
� x �� � 	
�
� �� �
�


�� �
� �� ������
 ��

lim
n∈N

xn = x.

���	�
 ������� !�
�� X ���� 
�� ������� �������� �
� ������������� �
��� ��� ���

��
��	��
��� �
�� �� ����������� 
������ �������� � ��
��� �
� 
�� �
 X ��� 
��


���������� �� ��
��� �
� �
 Xop� !���
���� � ��
��� �
� 
�� �
 X ��� 
��� ��
�

������ %�
�	��
��� �� � ����� �� 
��  ����
����&�

������� �	
	

	 ��� V 
� � ��	�� ������	� ��� X � V ������� �� {xn}n∈N 
� � ��� 
�

X ��� xn → x0 
� X ��� xn → x′0 
� Xop� ���� d(x′0, x0) = 0�

������ "�� ε � 0� '� "���� (����)� �
��� �� δ � 0 ���
 �
�� δ + δ ≤ ε� $
�
 �
���

������ K1 ∈ N ���
 �
�� ��� ����� n ≥ K1�

d(xn, x0) ≤ δ

�
� �
��� ������ K2 ∈ N ���
 �
�� ��� ����� n ≥ K2�

dop(xn, x
′
0) ≤ δ.

!�
�� N �� � �������� ���� �
��� �� �
 �����
� K ∈ N ���
 �
�� K1 ≤ K �
� K2 ≤ K�

$
�
 ��
�� dop(xn, x
′
0) = d(x′0, xn)� �� �����
 ��� ����� n ≥ K�

d(x′0, x0) ≤ d(x′0, xn) + d(xn, x0)

= dop(xn, x
′
0) + d(xn, x0)

≤ δ + δ ≤ ε.



������� �	 �
����
���� �� V ������� ��

����� ε � 0 �� ��	�
����� 
� �������� 	� ����� ������ 
��
 d(x′0, x0) = 0�

������ ������� �� X �� �����
���� ����� X = Xop� 
��� ��� ����� ��
 {xn}n∈N �� xn → t

��� xn → u� 
��� d(t, u) = d(u, t) = 0� ��
 ����� 
�� ������
� �� ������
��� ������

	�  �!��
��� ����"# �� �	���
� t ��� u ��� �
��� 	� ���
���
 ����
� �� X�

$�� ��%
 �����
 ���
� 
�� �������
��� �� 	�
� �����
�� ��� ������
���&

��������� ��	�	
� ��� V �� � ����� 	��
����� �
 V ������ X �� ��������� �
� �����

������ ���
 � 
�� {xn}n∈N ��� �� ���� �
� ������

������ ������� �� V = [0,∞]� 
��� '�������� ������ ������� 
� � ��������(�
��� �� 
��


���)*��
� ���+������ �� ����
 
������ �� ���������
 ��+������ �� ��
��� ������ ,-.�

��� ����� �	
��
�
 ��� ���������� �� ��������


�� 
��� ���
���� 
� 	�������� ���
 �����
� �� 
�� ����������� �� ��
� /����� 	� ��0��)

��
 �����
���� �� Vst ��� 
��� ��
��
����� ���� � ��������(�� �����
 �� �+���(� �����

��� ��+������ �� 1�������� ���
��� 
� ������� � �����
 �� ���
����
� �� ����
���� ��

V )�������

��
��
� ����	� ��� V �� � ����� 	��
����� �
 ��� 
�� {xn}n∈N ��
������ �� x �
�

��� 
�� {yn}n∈N ��
������ �� y �
 Vst� ���


�� ��� 
�� {xn + yn}n∈N ��
������ �� x+ y�

	� ��� 
�� {xn ∨ yn}n∈N ��
������ �� x ∨ y�

� ��� 
�� {xn ∧ yn}n∈N ��
������ �� x ∧ y�

����
�

�� ��
 ε � 0� �� ����� "����2� 
���� �%��
� � δ � 0 ���� 
��
 δ + δ ≤ ε� $���


���� �%��
� K1 ∈ N ���� 
��
 ��� ��� n ≥ K1�

dst(xn, x) = xn − x ≤ δ

��� 
���� �%��
� K2 ∈ N ���� 
��
 ��� ��� n ≥ K2�

dst(yn, y) = yn − y ≤ δ.



������� �	 �
����
���� �� V ������� ��

����� N �� � ��	��
�� ��
� 
��	� �� �� �
����
 K ∈ N ���� 
��
 K1 ≤ K ���

K2 ≤ K� ���� ��	 �

 n ≥ K� �� ����

dst(xn + yn, x+ y) = (xn + yn)− (x+ y)

= ((xn + yn)− x)− y

≤ ((xn − x) + yn)− y

≤ (xn − x) + (yn − y)

= dst(xn, x) + dst(yn, y)

≤ δ + δ ≤ ε

�� ����	�� ��������� ��� ��� ���� ����� ε � 0 �� �	��
	�	�� 
�� 	���

 ��

����

�� ��
 ε � 0� ����� {xn}n∈N ��� {yn}n∈N �	� �����	 ��
� 
��	� �!��
� K1 ∈ N

���� 
��
 ��	 �

 n ≥ K1�

dst(xn, x) = xn − x ≤ ε

��� 
��	� �!��
� K2 ∈ N ���� 
��
 ��	 �

 n ≥ K2�

dst(yn, y) = yn − y ≤ ε.

����� N �� � ��	��
�� ��
� 
��	� �� �� �
����
 K ∈ N ���� 
��
 K1 ≤ K ���

K2 ≤ K� ���� ��	 �

 n ≥ K� �� ����

dst(xn ∨ yn, x ∨ y) = (xn ∨ yn)− (x ∨ y)
= (xn − (x ∨ y)) ∨ (yn − (x ∨ y))
≤ (xn − x) ∨ (yn − y)

= dst(xn, x) ∨ dst(yn, y)
≤ ε ∨ ε = ε

�� ����	�� ����"��� ��� ����� ��������� ����� ε � 0 �� �	��
	�	�� 
�� 	���



��

����

�� ��
 ε � 0� ����� {xn}n∈N ��� {yn}n∈N �	� �����	 ��
� 
��	� �!��
� K1 ∈ N

���� 
��
 ��	 �

 n ≥ K1�

dst(xn, x) = xn − x ≤ ε



������� �	 �
����
���� �� V ������� ��

��� ����� ��	
�
 K2 ∈ N 
��� ���� 
�� ��� n ≥ K2�

dst(yn, y) = yn − y ≤ ε.

�	��� N 	
 � �	������ 
��� ����� 	
 �� ������� K ∈ N 
��� ���� K1 ≤ K ���

K2 ≤ K� ���� 
�� ��� n ≥ K� �� ����

dst(xn ∧ yn, x ∧ y) = (xn ∧ yn)− (x ∧ y)
= ((xn ∧ yn)− x) ∨ ((xn ∧ yn)− y)

≤ (xn − x) ∨ (yn − y)

= dst(xn, x) ∨ dst(yn, y)
≤ ε ∨ ε = ε

�� ������� �������� ��� ����� ���� ���� �	��� ε � 0 	
 ���	������ ��� ��
���


�����
�

������� ��	�	� ��� V �� � ����� 	��
����� �
 �
 V s
st ��� 
�� {xn}n∈N ��
������ �� x

�
� ��� 
�� {yn}n∈N ��
������ �� y� ���
 ��� 
�� {xn − yn}n∈N ��
������ �� x− y�

������ ��� ε � 0� !� ����� �����"� ����� ��	
�
 � δ � 0 
��� ���� δ + δ ≤ ε� ����

����� ��	
�
 K1 ∈ N 
��� ���� 
�� ��� n ≥ K1�

dsst(xn, x) = (xn − x) ∨ (x− xn) ≤ δ

��� ����� ��	
�
 K2 ∈ N 
��� ���� 
�� ��� n ≥ K2�

dsst(yn, y) = (yn − y) ∨ (y − yn) ≤ δ.

�	��� N 	
 � �	������ 
��� ����� 	
 �� ������� K ∈ N 
��� ���� K1 ≤ K ��� K2 ≤ K�

���� 
�� ��� n ≥ K� �� ���� �� 
��� ����

dsst(xn − yn, x− y) = [(xn − yn)− (x− y)] ∨ [(x− y)− (xn − yn)] ≤ ε.

!� #��$�
	�	�� �����"���� 	� 	
 �%�	������ �� 
���

(xn − yn)− (x− y) ≤ ε



������� �	 �
����
���� �� V ������� ��

���

(x− y)− (xn − yn) ≤ ε

�� ����	
�
 ��
 ����
� ��� ��
 ���� ��
���	���� �
 ���


(xn − yn)− (x− y) ≤ [((xn − x) + x)− yn]− (x− y)

≤ [(xn − x) + (x− yn)]− (x− y)

≤ (xn − x) + [(x− yn)− (x− y)]

≤ (xn − x) + (y − yn)

≤ [(xn − x) ∨ (x− xn)] + [(y − yn) ∨ (yn − y)]

≤ δ + δ ≤ ε

�� ��
��
� ������ ��� ��
 �
���� ��
���	���� ��
 �����
�� 
�		��� ����	��	� �� ����


�� ������

(x− y)− (xn − yn) ≤ [(x− xn) ∨ (xn − x)] + [(yn − y) ∨ (y − yn)]

≤ δ + δ ≤ ε.

����
 ε � 0 �� ���������� ��
 �
��	� 
�		����

������ ������ ����
 ��
��
�  ���! ��	�� �� Vst� �� �	�� ��	�� �� V op
st � V

s
st ��� V

+
st � "�

����������� ��
��
�  ���� ��	� ��	�� �� V s
st ��� ��
� ��� ��	� �� Vst ����
 �� �� ���

����
����� "
 V s
st �� �
�����
�� ��
� ��
 	����� �� ��
��
��  ���! ���  ���� ��
 �		

�����
�

#����
 ���� �
 V = [0,∞] ��� V s
st �� �
�����
�� ��
� ��
��
��  ���! ���  ���� ��


��
 �
�
��	�$
� �
����� �
 ��
 	���� ��
��
�� �� %
�	 &��	���� '�(� )*
 �����
� �


�

� �� �	�� �
�	��
 �
�� ���� �
��
��
� �� ������ ��
 
+��� �
��	��,�

������� ��	��� ��� V �� � ����� 	��
���� �
� {an}n∈N �� � �

�����
� 
�� �
 Vst�

�� limn∈N an = a �
� xn ≤ an �
� ��� n ∈ N � ���
 {xn}n∈N �� ���
 �

�����
� �
�

limn∈N xn = a�

��		
� -
� ε � 0� ��
� ��
�
 
+���� � K ∈ N ���� ���� 
�� 
�
�� n ≥ K�

dst(an, a) = an − a ≤ ε.



������� �	 �
����
���� �� V ������� ��

���� ��� ��� 	
�� K� 
� ����
 ����� ���� �� �
�
��

xn − a ≤ an − a ≤ ε.

����� ε � 0 �	 
�
���
��� limn∈N xn = a�

��������� ��	�
� ��� V �� � ����� 	��
���� �
� {bn}n∈N � �

�����
� 
�� �
 V op
st �

�� limn∈N bn = b �
� bn ≤ xn �
� ��� n ∈ N � ���
 {xn}n∈N �� ���
 �

�����
� �
�

limn∈N xn = b�

������ ���	 �	 ��� ��
� 	�
������ �� ������� ������ ���	 
��
�	 ����	 
� �������

�������

��������� ��	��� ��� V �� � ����� 	��
���� �
�� {an}n∈N �
� {bn}n∈N �� �

�����
�


��� �
 V s
st� ��

lim
n∈N

an = lim
n∈N

bn = L

�
� an ≤ xn ≤ bn �
� ��� n ∈ N � ���
 {xn}n∈N �� ���
 �

�����
� �
� limn∈N xn = L�

������ ���	 ��	��� ������	 ���� ������� ����� 
�� ������
�� ���� �

���	�
 ������ ������
�� ����� �	 ��� !����
��"�� #��	��� �� ��� ����$%���� �&���"�

����
 �� '�
� (�
��	�	 )�*� +����� ��
� 	������� ,�
�	 
 �����
� ,
�� ��� ���

��	��� 

�#��

�
����� ��	��� ��� V �� � ����� 	��
����� (X, dX) �
� (Y, dY ) �� V ������� �
� σ ��

� ����� 
� V � ���
 ��� �
��
��
� ��� �	������
��

�� ��� ��
���

 f : X → Y �� �

��
�
�� �� c�

�� �
� ����� 
�� {xn}n∈N �
����� �� � �������� ��� N � �� {xn}n∈N �

������ �
 c�

���
 ��� 
�� {f(xn)}n∈N �

������ �
 f(c)�


� �
� ����� 
�� {xn}v∈σ� �� {xv}v∈σ �

������ �
 c� ���
 ��� 
�� {f(xv)}v∈σ �

�

������ �
 f(c)�

������ (1) =⇒ (2) (		��� ��
� f : X → Y �	 ���������	 
� c 
�� limn∈N xn = c� ���

ε � 0� -� ��.������� ����� �/�	�	 
 δ � 0 ��� c 	��� ��
� �� dX(x, c) ≤ δ� ����

dY (f(x), f(c)) ≤ ε.



������� �	 �
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����� ��� {xn}n∈N �� �	�
������
 ����� ������ � K ∈ N ���� ���� �	� ��� n ≥ K


dX(xn, c) ≤ δ� ���� �	� ��� ��� {f(xn)}n∈N 
 �� 	����� �	� ��� n ≥ K


dY (f(xn), f(c)) ≤ ε.

����� ε � 0 �� ���������
 ��� ��� {f(xn)}n∈N �	�
����� �	 f(c)�

(2) =⇒ (3) ��
�	���

(3) =⇒ (1) ����	�� f �� �	� �	�����	�� �� c� ���� ����� ���� ����� ������

�� ε0 � 0 ���� ���� �	� �
��� δ � 0
 ����� �� �� x ∈ X ���� ���� d(x, c) ≤ δ

��� d(f(x), f(c)) � ε0� ����� �	� �
��� s ∈ σ
 �� ��		�� �� xs ∈ X ���� ����

d(xs, c) ≤ s ���

d(f(xs), (f(c)) � ε0,

���� ��� ��� {f(xs)}s∈σ �	�� �	� �	�
���� �	 f(c)� �� ����� ���� {xs}s∈σ �	�
�����

�	 c� ��
�� ε � 0
 ���� ��� s ∈ σ ���� ���� s ≤ ε� ���� �	� �
��� t ≥op s  	�

�!��
�������
 t ≤ s"
 �� ��
�

d(xt, c) ≤ t ≤ s ≤ ε,

���� {xs}s∈σ �	�
����� �	 c
 #������� ��� ��		��

������ ������ ��� ������ ��	
� ��������$�� ��� ����%��	�� ���	��� ���������� �	 ���

�!��
������ 	� �����&� ��!������� ��#����	� '()
 *+, ��� -�����&� ε− δ ��#����	� 	�

�	�������� �� .��� /������� '*,�

��� �������� 	��


0� ���� �����	�
 �� ��#�� �	�	�	�� ���� �� Vst ��� ������� �	�� ������� 	� ���

�	�
������� 	� �	�	�	�� �����

��������� �	
	�	 1�� V �� � 
���� !�������� ���� {xn}n∈N �� � ������������	 ��


����
��� ��� �� Vst �� �	� �
��� m ≥ n �� N 
 xm ≥ xn� {xn}n∈N �� � ������������	

������
��� ��� �� Vst �� �	� �
��� m ≥ n �� N 
 xm ≤ xn�

�
��������� �	
	�	 ��� V �� � ����� ��������� �� {xn}n∈N �
 ������������	 ������
���

�� Vst ���
∨
xn = x� ���� xn ��������
 �� x�

��		
� 1�� ε � 0� 2� 3�	�	����	� *�*�() 4"
 x =
∨
xn ������� ���� xn ≤ x �	� �
���

n ∈ N 
 ���� �� ���	��� *�5�+ (" ��� 3�	�	����	� *�*�56 ("
 �� 	�����

dst(xn, x) = xn − x = 0 ≤ ε.
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����� ε � 0 �� ��	�
����� xn �
������� 

 x�

������ ������ �

� 
��
 
�� ����
 
� 
�� ��
 �� ��
�
��
�
� ����� �� �

 ������� ��

���
� ��� 
�� ������
� y ≥ ∨
xn ��� ����
� 
� 
�� �
�


������� ���������� ��
 �����

xn ≤ x ≤ y ����� �������

xn − y = 0 ≤ ε.

������� ��	��� ��� V �� � ����� 	��
���� �
� {xn}n∈N � �


�

������ ��������
�


�� �
 Vst� ��
∧

n∈N xn = x �
�

x+ ε � x

�
� ����� ε � 0 �
 Vst� ���
 {xn}n∈N �

������ �
 x�

��		
� ��
 ε � 0�  � ���! 

 ��
� 
��
 
���� �"��
� � K ∈ N ���� 
��
 �
� �����

n ≥ K� xn − x ≤ ε� �����
∧

n∈N xn = x�

x+ ε �
∧

xn

����� 	� !�#��
�
� 
� 
�� ����$�	
�� ����
�
� ������� 
��
 
���� �"��
� � K ∈ N ����


��


xK ≤ x+ ε.

%
� ����� n ≥ K� xn ≤ xK ����� 
�� ��
 �� �
�


������� !���������� �
 �� 
	
���

xn ≤ x+ ε

����� �� ���������
 

 dst(xn, x) = xn − x ≤ ε� ����� ε � 0 �� ��	�
����� 
�� �����


�
��
���



������� �

��� ����� ���	
��� �� 
��
�	��


��
����
��	 ��	�
��	�

���� �����	
 �� �	�����	� �� �
	�	
��
� � ��
������
 ����	 ���
���	 �
��
 �� Δ�

��	 �
�� �	����
 �
����	� � �	����	� �	
���
 �� ��	 �
�	
���
� ��
����
	� �� ��	 ����	

����
������	 ������	 �� �����
�	 ����
������
 ��
����
� ���	
 �� ����� ����� ��	
 �


��	 
	�� �	����
 �	 �
�
����	 �
 �������
 ��	
����
 ��

�
� Δ �
�� � ���
���	�

!��� � �	����	� �	
�������
 ���	�
� �� �	 
	� �
 ��	 ���	
���
	�

��� ��� ��	
� ��
����
���� ������� �� ��
����� ��
����
����

�
������


"	 �	�
	 �
� �	
��� ��	 �
�	
���
� ��
����
	� �� ��	 ����	 ����
������	 ������	 ��

�����
�	 ����
������
 ��
����
� 	��	�� ��	 �������
 ��	
����
 ����� �	 �	�	
 �� ��	


	�� �	����
�

��������� �	
	
	 #	� M �	 ��	 �	� �� $�
���
	 $��� F : [0,∞) → [0, 1] ���� ��	

���
�%���	 �
�	
�
� 
�$	�� ���	
 ��� ��
����
� F,G ∈ M  �	 ���	 F ≤ G �� �
�

�
�� �� F (x) ≤ G(x) ��
 	�	
� x ∈ [0,∞)� &��	 ���� ��	 $��� F0, F1 ∈ M ��	
	

F0(x) = 0 �
� F1(x) = 1 ��
 ��� x ∈ [0,∞)�

���
������� �	
	�	 ��� ��� M ���� ��� �	
�	��� ≤ ��
�� ���
� �� � ������

������ �
������

���
������� �	
	�	 ��� ���M �� � �������� ������� ����
∨

��

∧

�������
 �����������

������ '� #	$$� (�(�)* �� ��+�	� �� ���� ���� ��
 	�	
� S ⊆M  
∧
S 	����� �
 M �

��	 	����	
�	 �� � ���	
 ���
� �� S �� ���
�
�		� ��
�	 ��
 ��� G ∈ S G(x) ≥ F0(x)

��



������� �	 ��� 
���� 
������� �� �������� ������������ ��������� ��

��� ��� x ∈ [0,∞) ���	� 
���
 ���� G ≥ F0 ��� ��� G ∈ S� �� �� 
��� ��� ���
���	�

��
∧
S �� ��� ����
� ��� ��� ��� ����
��� 
��
�� S ⊆M ��� ��� ��� ∅ ⊂M �

�� ��� S ⊆M �� ����
���� �� 	��
���	� ��� 
��
∧
S ��(∧

S
)
(x) =

∧
G∈S

G(x) ��� ��� x ∈ [0,∞).

��� �� ������ ����� ���� 
�

���
∧
S �
 
�� ���
 [0,∞) �� [0, 1]� ��� x ∈ [0,∞)� ���	� ��� ��� G ∈ S!

0 ≤ G(x) ≤ 1! ����
∧

G∈S G(x) �
  ��������� �� ��� 	�
�������

 �� [0, 1]!

���


0 ≤
∧
G∈S

G(x) ≤ 1,

�� 
�
��� 0 ≤ (
∧
S)(x) ≤ 1� ���	� x ∈ [0,∞) �
 ���������! �� ������
 ����∧

S �
 � 
�� ���
 [0,∞) �� [0, 1]�

���
∧
S �
 
�������� ��� x ≤ y ����� x, y ∈ [0,∞)� ���	� ��� 
��
 �� M ���


������� ��� S ⊆ M ! G(x) ≤ G(y) ��� ����� G ∈ S� �� ���� �� 
���

���� (∧
S
)
(x) =

∧
K∈S

K(x) ≤
∧
G∈S

G(y) =
(∧

S
)
(y),

�� �"����������!
∧

K∈S K(x) ≤ G(y) ��� ����� G ∈ S! �� #����
�����

�����$��� ���	� ������ ����
 
��	�

∧
K∈S

K(x) ≤ G(x) ≤ G(y).

���	� x, y ∈ [0,∞) ��� ���������!
∧
S �
 
�������� %��
 �� �

��������

������
 ���
 ��� ��� ��� ����
∧
S ∈M �

���
∧
S �
 ��� ��&
�
 �� S� �� 	�� ��
��� 
�� ����

∧
S �
 � ����� ����� �� S


��	� ��� ����� x ∈ [0,∞)!(∧
S
)
(x) =

∧
G∈S

G(x) ≤ H(x)

��� ��� H ∈ S� ���  ���� � ����� ����� L �� S! �� '��� ���� L ≤ G ���

����� G ∈ S� %��
 
���
 ���� ��� ����� x ∈ [0,∞)! L(x) ≤ G(x) ��� �����

G ∈ S� %��� �� #����
����� �����$���!

L(x) ≤
∧
G∈S

G(x) =
(∧

S
)
(x)



������� �	 ��� 
���� 
������� �� �������� ������������ ��������� ��

��� ����� x ∈ [0,∞) ��	
� ���
� L ≤ ∧
S� ����

∧
S 	� ��� 	
���� �� S�

�� ��� ∅ ⊂M � �� ������	�	�
 ���������� �� ����

∧
S ≤

∧
∅

��� �
� S ⊆ M � ��� �
� F ∈ M � ��� ����� 	
� ��!	�� 	��!	�� ���� F ≤ ∧ ∅
�
" �	

� F ≤ F1 ��!"�� �� ���	#


∧ ∅ = F1�

��������� �	
	�	 ��� F ∈ M �� � ��
���
� ���� $��
 F 	� 
�!!�" � ��������

����	�
����� 
������� � �� �	��!� ����
�� 	� F 	� ��
������������ %

∀x ∈ [0,∞),
∨
y<x

F (y) = F (x).

&� "�
��� Δ ⊆M ��� ��� �� �!! "�"���'�� 	����

Δ = {F : [0,∞) → [0, 1] |
∨
y<x

F (y) = F (x), ∀x ∈ [0,∞)}.

$�� ��� Δ 	� �
"���" �	�� ��� �����	�� �� ��� ��	
�(�	�� ��"��	
# #	��
 �� F ≤op G

	� �
" �
!� 	� ��� �!! x ∈ [0,∞)� �� ���� F (x) ≥ G(x)�

������ ������ )��� ���� ����� ����(��

�	�
 Fa,b 	� 	
 Δ �����

Fa,b =

⎧⎨
⎩0, x ≤ a

b, x > a

��� a ∈ [0,∞) �
" 0 ≤ b ≤ 1�

�
��������� �	
	�	 ��� ���	 (Δ,≤op) �� � ������

��		
� $�	�	�!�

�
��������� �	
	�	 ��	 ��� 
������� F ∈ Δ� �� ����� ���� F (0) = 0.

��		
� ��� �
� F ∈ Δ� F 	� !��� 
�
�	
����� ���� �� ����	


F (0) =
∨
y<0

F (y) =
∨

∅ = 0,

���� *����+ ������� ����� ∅ ⊂ [0, 1]�



������� �	 ��� 
���� 
������� �� �������� ������������ ��������� ��

��� ������ �����	� �
 (Δ,≤op) ��

F0,1(x) =

⎧⎨
⎩0, x = 0

1, ����
����

�	� ��� ��� �����	� �� F0(x) = 0 
�
 ���
� x ∈ [0,∞)�

����������� 	
�
�
 ��� ����� (Δ,≤op) �� 	 
������� �	���
�


������ �� ����� ������� �� ������ �� ���� ���� 
�
 ���
� S ⊆ Δ� H =
∧
S ������

�	 Δ� H �� ������ ���	�� ��

H(x) =
∨
G∈S

G(x).

��� �
��
 ��  ���	 �	 ��� ��
��! 
�
 "#$ 	�	%����� S ⊆ Δ �	� "�$ S = ∅�

�� ��� S ⊆ Δ �� 	�	%����� �	� x ∈ [0,∞)�

��� &� �� �	 �� �����	 H ∈ Δ� �����
∨

y<xH(y) = H(x)� �
 �'������	����

∨
y<x

(∨
F∈S

F (y)

)
=

∨
G∈S

G(x).

���	 �� ������ �� ���� ����

∨
y<x

(∨
F∈S

F (y)

)
≤

∨
G∈S

G(x)

�	� ∨
y<x

(∨
F∈S

F (y)

)
≥

∨
G∈S

G(x).

(�
 ��� �
�� �	�'������

∨
y<x

(∨
F∈S

F (y)

)
≤

∨
G∈S

G(x),

�� )
��������	 ����#*"�$� �� �� �'������	� �� ���� ���� F (y) ≤ ∨
G∈S G(x)


�
 ��� F ∈ S �	� y < x ����� �	���� ����� ��	��

F (y) ≤ F (x) ≤
∨
G∈S

G(x).



������� �	 ��� 
���� 
������� �� �������� ������������ ��������� ��

��� ��� ����	
 �	��
������ �� 	��
 �� ����

∨
y<x

(∨
F∈S

F (y)

)
≥

∨
G∈S

∨
z<x

G(z),

�	
 �� ���
� �� ∨
y<x

∨
F∈S

F (y) ≥ G(z)

��� ����� G ∈ S �	
 z < x �� ����������	 ���������� ����� �	
��
 ���
�

��	��

G(z) ≤
∨
F∈S

F (z) ≤
∨
y<x

∨
F∈S

F (y).

��� ��� �� ���� ���� H �� � ����� ��
	
 �� S� ��� F ∈ S�  � �� ���� �� ���

���� H(x) ≥ F (x) ��� ��� x ∈ [0,∞) ��	��

∨
G∈S

G(x) ≥ F (x),

��
� H ≤op F � !�	�� F ∈ S �� ���������� H �� � ����� ��
	
 �� S�

��� ��"� �� ���� ���� H �� ��� #������� ����� ��
	
 �� S� ��� H ′ �� �

����� ��
	
 �� S� !� H ′ ≤op F ��� ��� F ∈ S� ����� H ′(x) ≥ F (x) ��� �����

x ∈ [0,∞) �	
 F ∈ S� $� 	��
 �� ���� ���� H ′ ≤op H� ����� H ′(x) ≥ H(x)�

��� ����� x ∈ [0,∞)� �� ��
�����	����

H ′(x) ≥
∨
F∈S

F (x).

%� ����������	 ���������� ��� �	��
����� ����� �� ��
�����	� ��

H ′(x) ≥ F (x)

��� ����� F ∈ S �	
 x ∈ [0,∞) ����� �	
��
 ���
� �� ��� ���
&����	�

!�	�� H ′ �� �	 ��������� ����� ��
	
 �� S� H �� ��� #������� ����� ��
	


�� S�

�� ���� �� ����
∧ ∅ �"���� �	 Δ� !�	�� ∅ ⊆ T ��� ����� T ⊆ Δ�

∧
S ≤op

∧
∅

�� ����������	 �������'�� ��� �	� F ∈ Δ� ��� �	��
����� ����� �&����� ����

F ≤op

∧ ∅ �	
 ��	�� F ≤op F0 ���
�� �� ����#	
∧ ∅ = F0�



������� �	 ��� 
���� 
������� �� �������� ������������ ��������� ��

��� 0 ≤ ε ≤ 1 ��� 0 ≤ δ� �	
 Fδ,1−ε �� ��� ������ ���	�� �


Fδ,1−ε(x) =

⎧⎨
⎩0, 0 ≤ x ≤ δ,

1− ε, δ < x.

����������� 	
�
�
 ��� ��� H ∈ (Δ,≤op) ��� ��� 0 < ε < 1 ��� 0 < δ	

�� 
� H(δ) > Fδ,1−ε(x) = 1− ε ��� x > δ	 �
�� Fδ,1−ε � H ���

�� H ≤op Fδ,1−ε 
� ��� ���� 
� ��� ��� x > δ	 H(x) ≥ 1− ε�

������

�� �� 	��� �� 
��� ���� Fδ,1−ε � H� ��� S ⊆ Δ ����
∧
S ≤op H� ���
 ���	


����

H(x) ≤
∨
G∈S

G(x)

��� ����
 x ∈ [0,∞)� �����
� ���� ��� x > δ� Fδ,1−ε(x) = 1− ε < H(δ). ���	

Fδ,1−ε(x) = 1− ε < H(δ) ≤
∨
G∈S

G(δ).

��	�� 1− ε <
∨

G∈S G(δ)� ����� ���
�
 �	 L ∈ S 
��� ����

1− ε < L(δ) ≤ L(x)

��� x > δ� ����� ������
 ���� Fδ,1−ε ≤ L �� ��������	��
 L ≤op Fδ,1−ε�

�� H ≤op Fδ,1−ε �
 ��������	� ��

H(x) ≥ Fδ,1−ε(x)

��� ��� x ∈ [0,∞) ����� �
 ��������	� �� H(x) ≥ 1− ε ��� ����
 x > δ�

����������� 	
�
�

 ��� G ∈ (Δ,≤op), �
� ������
�� ��� ���
�������

�� G � F0,1

�� Fε,1−ε ≤op G ��� ���� ε ∈ (0, 1]�

�� �
��� ��
��� �� ε ∈ (0, 1] ���
 �
�� G(x) ≤ Fε,1−ε(x) ��� x > ε�



������� �	 ��� 
���� 
������� �� �������� ������������ ��������� ��

������ (1) =⇒ (2)� ������� �	
� G � F0,1� �
�� �	� 
����
���� {Fε,1−ε | 0 < ε ≤ 1}�
�� ���� �� �	�� �	
� ∧

0<ε≤1

Fε,1−ε = F0,1.

�� �	� 
������
���� ����� �� �	� ����� �� ����������� ������( ∧
0<ε≤1

Fε,1−ε

)
(x) =

∨
0<ε≤1

(Fε,1−ε(x))

��� ����� x ∈ (0,∞)� �	�� �� ���
��� ��� x > 0

∨
0<ε≤1

(Fε,1−ε(x)) =
∨

0<ε≤1

(1− ε) = 1

�	�
	 �� � 

��� F0,1� �	�� �� ��!������ �� �	� ����"
���� ���
���� �� �	��� � ����


� ε ∈ (0, 1] ��
	 �	
� Fε,1−ε ≤op G�

(2) =⇒ (3). #�������

(3) =⇒ (1). ������� �	��� � ���� 
� ε ∈ (0, 1] ��
	 �	
� G(x) ≤ Fε,1−ε(x) ���

x > ε� ���
� ε > 0� �	�� ��� ����� x > ε�

F0,1(x) = 1 > 1− ε = Fε,1−ε(x),

�	�� F0,1(x) > Fε,1−ε(x) ��� x > ε� �	�� �$����� �	
� Fε,1−ε � F0,1 �� �����������

����%&�'� ���
� Fε,1−ε ≤op G� �� ����������� (�(�)�&)'� �� ���
�� G � F0,1�

�� ���� ��� �	�� �	
� (Δ,≤op) �� 
�$������� ������������ 
�� 
��� 
 �
��� ���"

��������� �
���
��

����������� 	
�
��
 ��� ������	� �
		��� (Δ,≤op) �� ������	��
 ���	����	����

������ *���� H ∈ Δ� �� �	����$ (�(�)+� �� ���� �� �	�� �	
� ���

T = {G ∈ Δ | G � H},
∧
T = H �� �,���
�������

∧
T ≥op H 
��

∧
T ≤op H� �	� !��� ���,�
����

∧
T ≥op

H ������ 	���� ���
� G ≥op H ��� ����� G ∈ T �� ������������ (�(��%&�' 
��

(�(�)�&�'� -�� �	� ��
��� ���,�
����
∧
T ≤op H� �� �����.� �	� ���

S = {Fδ,1−ε | Fδ,1−ε � H, 0 < ε < 1, 0 < δ}.

/��
���� S ⊆ T � �	��
∧
T ≤op

∧
S �� ����������� (�(��%&)'� �	�� �� ��0
�� �� �	��

�	
�
∧
S = H� 1���
� �	
� H �� 
 ����� ����� �� S ���
� ��� ����� Fδ,1−ε ∈ S�



������� �	 ��� 
���� 
������� �� �������� ������������ ��������� ��

Fδ,1−ε � H ������� ��	� Fδ,1−ε ≥op H 
� �
��������� ���������� ����� �� ���� ��	�

H �� ��� �
�	���� ����
 
���� �� S� �� ��� ���� ���� �� ���� ��	� Hop ≥
∧
S� ��	�

���

H(x) ≤
∨
G∈S

G(x)∀x.

��
 �����  � x� 	�� �� ���� ��	� H(x) ≤ ∨
G∈S G(x)� !� H(x) = 0� ���� �� 	
�

����� �� 	����� H(x) > 0 ����"� x > 0�� ��� ε′ ��"� ��	� 0 < ε′ < 2H(x)� #� ����

 �� 	 G ∈ S ��"� ��	�

H(x) ≤ G(x) + ε.

$��"� H �� ����%"��������� 	� x�

H(x) =
∨
t<x

H(t),

�� ���
� ������ 	 0 < δ < x ��"� ��	� H(δ) > H(x) − ε′
2
� &�� ε = 1 + ε′

2
− H(x)�

'��� 0 < ε < 1� ��
���
� G = Fδ,1−ε � H 
� �
��������� �����(��� 	�� G �	��� ��

H(x) ≤ G(x) + ε′�

����������� 	
�
��
 ��� ������	� �
		��� (Δ,≤op) �� 
 

��� ���	����	�
� �
		����

������ #� ���� �� ���� ��	� ��
 G � F0,1 	�� H � F0,1� �� �	)� G ∧H � F0,1� *�

�
��������� �����+� �� ��,"�� �� ���� ��	� ���
� ������ 	� ε ∈ (0, 1] ��"� ��	�

G(x) ∨H(x) ≤ Fε,1−ε(x)

��
 ∀x > ε� *� ��� �	�� �
���������� �� -��� ���
� 	
� ε′, ε′′ ∈ (0, 1] ��"� ��	�

G(x) ≤ Fε′,1−ε′(x) = 1− ε′

	��

H(x) ≤ Fε′′,1−ε′′(x) = 1− ε′′,


����"��)���� #� -��� ε′ ∧ ε′′ � 0 �� �	-� ε = ε′ ∧ ε′′� $��"�

1− ε′ ≤ 1− (ε′ ∧ ε′′) = 1− ε

	��

1− ε′′ ≤ 1− (ε′ ∧ ε′′) = 1− ε,



������� �	 ��� 
���� 
������� �� �������� ������������ ��������� ��

�� ������ G(x) ≤ 1− ε ��	 H(x) ≤ 1− ε
 ����
 �� ����������� �
�
�����


G(x) ∨H(x) ≤ 1− ε = Fε,1−ε(x),

���� G ∧H � Fε,1−ε


��� ��� ��	
� �
��
�	� �� ���
���� ���
���

��� �
��
����

�� ���� �������
 �� �����	��� �� �		����� ��������� �� (Δ,≤op) �� ������ ��� �����

�������� (Δ,≤op,+)
 ���� �� �������� 	� ������ ��	 	������	 ���� ������ �! ��

�		����� ��������� �� (Δ,≤op,+) ������� ��� �� �� !���	 �� ��� ������� ����������


"� 	� �� ��� �		����� ��������� �� (Δ,≤op) ��

(G+H)(x) =
∨

0≤t≤x

G(t)H(x− t)

!�� ����� x ∈ [0,∞)


��� !�������# ����������� 	�������� ��$� �$������� ���������� �! ��� �		�����

���������


����������� 	
�
�
 ��� G,H �� �����	
�� 	� M � 
��� ��� �
��
�	�� ��� �����

�� G+H 	� �
�
�
���

�� �
� G,H ∈ (Δ,≤op)� 	� �
��� ����

∨
y<x

( ∨
0≤t≤y

G(t)H(y − t)

)
=

∨
0≤u≤x

(∨
z<x

G(u)H(z − u)

)
.

������

�� %�� y ≤ x !�� x, y ∈ [0,∞)
 "� ���� ���� ���� (G+H)(y) ≤ (G+H)(x)
 �
�



∨
0≤t≤y

G(t)H(y − t) ≤
∨

0≤u≤x

G(u)H(x− u).

&� ����������� �
�
�����
 �� ��'��� �� ���� ���� !�� ����� 0 ≤ t ≤ y


G(t)H(y − t) ≤
∨

0≤u≤x

G(u)H(x− u).

(�� t
 ����� H �� $�������
 �� ����

H(y − t) ≤ H(x− t),



������� �	 ��� 
���� 
������� �� �������� ������������ ��������� ��

����

G(t)H(y − t) ≤ G(t)H(x− t).

����� t ≤ y ≤ x�

G(t)H(y − t) ≤ G(t)H(x− t) ≤
∨

0≤u≤x

G(u)H(x− u).

	�
�

G(t)H(y − t) ≤
∨

0≤u≤x

G(u)H(x− u).

����� 0 ≤ t ≤ y �� �
���
�
�� G+H �� ���������

�� �� ���� �� ���� ����

∨
y<x

( ∨
0≤t≤y

G(t)H(y − t)

)
≤

∨
0≤u≤x

(∨
z<x

G(u)H(z − u)

)

��� ∨
y<x

( ∨
0≤t≤y

G(t)H(y − t)

)
≥

∨
0≤u≤x

(∨
z<x

G(u)H(z − u)

)
.

�� ����� �� ������ ����

∨
0≤u≤x

(∨
z<x

G(u)H(z − u)

)
=

∨
0≤u≤x

G(u)

(∨
z<x

H(z − u)

)

=
∨

0≤u≤x

G(u)H(x− u)

����� H �� ���� ������
�
�� 	�
� ����������� ��� �
�� ����
������ �� ���� ��

���� ���� ∨
y<x

( ∨
0≤t≤y

G(t)H(y − t)

)
≤

∨
0≤u≤x

G(u)H(x− u).

�� �
��������� ����� !�"� ��� ���#� �� ��
�#����� ��

∨
0≤t≤y

G(t)H(y − t) ≤
∨

0≤u≤x

G(u)H(x− u)

��
 �#�
� y < x� ����� ������ ����� �� ��
� (1) ���#�� 	�� ������ ����
�����

∨
y<x

( ∨
0≤t≤y

G(t)H(y − t)

)
≥

∨
0≤u≤x

(∨
z<x

G(u)H(z − u)

)



������� �	 ��� 
���� 
������� �� �������� ������������ ��������� ��

����� �� �	� �	�
 ��� ��� 
�
�
 0 ≤ u ≤ x �	� z < x�

∨
y<x

( ∨
0≤t≤y

G(t)H(y − t)

)
≥ G(u)H(z − u)

�
 ����������	 ���������� ��� u �	� z ���� ���� 0 ≤ u ≤ x �	� z < x� �� ��
�


��
 ��� ���
� �� ��	���
�� u ≤ z �	� u ≥ z�  � u ≤ z� ��
	

u ≤ z < x

����

G(u)H(z − u) ≤
∨

0≤t≤z

G(t)H(z − t)

≤
∨
y<x

( ∨
0≤t≤y

G(t)H(y − t)

)

�
 !�	���	����
 �	 ���� ��� ����
� ��� ��
 �
��	� ���
� �� u ≥ z� ��
	 �
 ���


�� ���� ���� ∨
y<x

( ∨
0≤t≤y

G(t)H(y − t)

)
≥ G(u)H(z − u)

����� ����� ��������
 ��	�
 z−u = max{0, z−u} = 0 �	� H(z−u) = H(0) = 0

�
 ����������	 "���#� ��	�
 u �	� z ��
 ��������
� ��
 �
���� ��������

����������� 	
�
�
 ��� F,G,H ∈ (Δ,≤op)� ��� ��� 	

����� �
��	���� + 
����
 ��

(�,≤op) 	����� ��� ��������� 
��
������ ���
�

�� �������� F +G ∈ Δ�

�� ������	������� F +G = G+ F �

�� ������	������� (F +G) +H = F + (G+H)�

�� G+ F0,1 = G� 	�


�� �������  ����������� �	�� ��� 	 ������ S ⊆ Δ 	�
 x ∈ [0,∞)�

(G+
∧

S)(x) =
∧

(G+ S)(x).

��		
� $
� G,H,K ∈ Δ �	� x ∈ [0,∞)�



������� �	 ��� 
���� 
������� �� �������� ������������ ��������� ��

�� ������ ����

∨
0≤u≤x

(∨
z<x

G(u)H(z − u)

)
=

∨
0≤u≤x

G(u)

(∨
z<x

H(z − u)

)

=
∨

0≤u≤x

G(u)H(x− u)

= (G+H)(x)

	�
�� H �	 ���� ��
��

�
	� �� �����	����
 ��������� �� �����


∨
y<x

(G+H)(y) =
∨
y<x

( ∨
0≤t≤y

G(t)H(y − t)

)

=
∨

0≤u≤x

(∨
z<x

G(u)H(z − u)

)

= (G+H)(x).

��
�� x ∈ [0,∞) �	 ���������� G+H ∈ Δ�

�� ����� �� 	��� ���� (G+H)(x) = (H +G)(x)� ����


(G+H)(x) =
∨

0≤t≤x

G(t)H(x− t),

 �
��� u = x − t� ���
 	�
�� 0 ≤ t ≤ x ����� !��
	 0 ≤ x − t ≤ x� �� ����

0 ≤ u ≤ x� ��
	

∨
0≤t≤x

G(t)H(x− t) =
∨

0≤u≤x

G(x− u)H(u)

=
∨

0≤u≤x

H(u)G(x− u)

= (H +G)(x).

��
�� x ∈ [0,∞) �	 ���������� G+H = G+H�

�� ����� �� 	��� ���� ��� x ∈ [0,∞)� ((G+H) +K) (x) = (G+ (H +K)) (x)�



������� �	 ��� 
���� 
������� �� �������� ������������ ��������� ��

���� ����

((G+H) +K)(x) =
∨

0≤r≤x

(G+H)(r)K(x− r)

=
∨

0≤r≤x

( ∨
0≤s≤r

G(s)H(r − s)K(x− r)

)

=
∨

0≤s≤r≤x

G(s)H(r − s)K(x− r)

���

(G+ (H +K)) (x) =
∨

0≤t≤x

G(t)(H +K)(x− t)

=
∨

0≤t≤x

( ∨
0≤u≤x−t

G(t)H(u)K(x− t− u)

)

=
∨

0≤t+u≤x

G(t)H(u)K(x− (t+ u)).

	�
 (G+ (H +K))(x)� ������ t+ u = v� ����

∨
0≤t+u≤x

G(t)H(u)K(x− (t+ u)) =
∨

0≤t≤v≤x

G(t)H(v − t)K(x− v)

= ((G+H) +K)(x).

�
��� x ∈ [0,∞) 
� �
�
�
�
�� G+ (H +K) = (G+H) +K�

�� �� ���� ���� (G+ F0,1)(x) = G(x)� �� ����

(G+ F0,1)(x) =
∨

0≤t≤x

G(t)F0,1(x− t).

	�
 t = 0 ��� t = x� �� ���� G(0)F0,1(x − 0) = 0 ��� G(x)F0,1(0) = 0�


������
����� �� 0 < t < x� ���� F0,1(x− t) = 1 ���� �� ����
�

∨
0≤t≤x

G(t)F0,1(x− t) =
∨

0<t<x

G(t)F0,1(x− t)

=
∨
t<x

G(t) · 1

= G(x).

�
��� x ∈ [0,∞) 
� �
�
�
�
�� G+ F0,1 = G�



������� �	 ��� 
���� 
������� �� �������� ������������ ��������� ��

�� ����� �� ��	� ��
� �	� 
 �
���� S ⊆ Δ 
�� x ∈ [0,∞)�

(G+
∧

S)(x) =
∧

(G+ S)(x).

�����
∧
S(t) =

∨
H∈S H(t) �	� ����� t ∈ [0,∞)� �� �
��

(G+
∧

S)(x) =
∨

0≤t≤x

G(t)
∧

S(x− t)

=
∨

0≤t≤x

G(t)

( ∨
H∈S

H(x− t)

)

=
∨

0≤t≤x

( ∨
H∈S

G(t)H(x− t)

)


��

∧
(G+ S)(x) =

∨
K∈S

((G+K)(x))

=
∨
K∈S

( ∨
0≤u≤x

G(u)K(x− u)

)
.

�	 �� ���� �	 ��	�

∨
0≤t≤x

( ∨
H∈S

G(t)H(x− t)

)
=

∨
K∈S

( ∨
0≤u≤x

G(u)K(x− u)

)

����� �� ��
��
���� �	

∨
0≤t≤x

( ∨
H∈S

G(t)H(x− t)

)
≥

∨
K∈S

( ∨
0≤u≤x

G(u)K(x− u)

)


�� ∨
0≤t≤x

( ∨
H∈S

G(t)H(x− t)

)
≤

∨
K∈S

( ∨
0≤u≤x

G(u)K(x− u)

)
.

�	� ��� ���� ����

����� �� ��	�	����	� ������ �!� �� �� ��	
"� �	 ��	� ��
� �	�

����� K ∈ S 
�� ����� 0 ≤ u ≤ x�

G(u)K(x− u) ≤
∨

0≤t≤x

( ∨
H∈S

G(t)H(x− u)

)
.



������� �	 ��� 
���� 
������� �� �������� ������������ ��������� ��

��� K ��� u� �	
� �� 
���������� ���������� �
 	��


G(u)K(x− u) ≤
∨
H∈S

G(u)H(x− u)

≤
∨

0≤t≤x

( ∨
H∈S

G(t)H(x− t)

)
.

����
 K ��� u ��
 ���������� �	
 ���� ��
��� ��� 	� ��� ! ��� "�� �	
 �
����

��
��� ���� �� 
���������� ���������� �� �� 
���#	 �� �	�� �	�� "�� �  0 ≤ t ≤ x

��� H ∈ S�

G(t)H(x− t) ≤
∨
K∈S

( ∨
0≤u≤x

G(u)K(x− u)

)
.

��� t ��� H� �	
� �� 
���������� ���������� �
 	��


G(t)H(x− t) ≤
∨

0≤u≤x

G(u)H(x− u)

≤
∨
K∈S

( ∨
0≤u≤x

G(u)K(x− u)

)
.

����
 t ��� H ��
 ���������� �	
 �
���� ��
��� ��� 	� ���

$��	 �	
 ����
 �
�� �� �
 �����% �	�� (Δ,≤,+) �� � �� �
 ������ 
� &	
 
��%� 


�
 �� �	��� �� ���
�
����# ����
��� �" �	
 �������� ��
�������

������� �	
	�	 '��
� ��� ��
�("�������� Ha,b ��� Hc,d �� Δ� �
 ������

Ha,b +Hc,d =
∨

0≤t≤x

Ha,b(t)Hc,d(x− t)

�	��	 �� )��� ����	
� ��
�("������� #��
� ��

Ha+c,bd =

⎧⎨
⎩0, x ≤ a+ c

bd, x > a+ c.



������� �

������ ���	
��
��

���� �����	
 �
	�	��� � �	� �
���	��
� �
���
����
� 
� � �	�� �

� 
� ����	�
�� V �

����	� ����� ������ ���	
�� �� ��	 �
�� �	���
�� �	 �	��	 ��	 �

�	
�� 
� ����

���

��������� �����	�
� ��� ���
 ���	 �	����� ���
 ��	 �
��
� 
� ����� �� � V �����	� ��	

�	�
�� �	���
� ���

���	� ���	
� ��� 
��	
 ������	
� �
 �	 ��	� �� ��	 �
���
����
��

��	 ���
� �	���
� ����� ��
�� ��	 �
���	�	�	�� ��� 
���
���	�	�	�� 
� Vst ��� ��	

���� �	���
� �
	�	��� ��	 �
���	��
� �
���
����
��

��� �����	
�� 
�������� ���

��	�

�	 �	��� �� �	����� ��	 �

�	
�� 
� ����

��� ��������� �����	�
�� � �	�� �

�


� ����	�
� ��� ���	 � �	� ������	���� 
	����� 
� ����� �� V �����	�

��������� �	
	
	 �	� X �	 � V �����	 ��� ε � 0� ��	� ��	 �	��

xε = {y ∈ X | d(x, y) ≤ ε}

���

xε = {y ∈ X | d(y, x) ≤ ε}
�
	 ����� �����	�
 �� ��
�� x ∈ X �
�� 	�

�� ε � 0�

 

 � ����	� S ⊆ X� �	 �	��	

Sε =
⋃
x∈S

xε = {y ∈ X | ∃x ∈ S : d(x, y) ≤ ε}

���

Sε =
⋃
x∈S

xε = {y ∈ X | ∃x ∈ S : d(y, x) ≤ ε}

�	 ��	 ��
�� �� ����� 
� ��� �
���� �� S ���� �
�	 �!	� 
����� ε � 0�

��



������� �	 ��
��� ��
������� ��

������ ������ ����� �����	
� �� ��	 ��	��
�� �� � V ������ X� xε = xε ���� ��	 ������

����� ����� ��	��� 	��	 xε = {x}ε ��� xε = {x}ε� �� ����	���� ����� xε ⊆ X ���

xε ⊆ Xop ��
 
��� ε � 0 ��� x ∈ X� xε ��� x
ε �
� 	�� ���� ��	 �����

d(x, y) = dop(y, x)

��
 ���
� y ∈ X�

����������� 	
�
�
 ��� X �� � V ����	�
 ���
 ��� �������
� ���� ��� ����� ε � 0 �
�

ε′ � 0


�� �� ε′ ≤ ε� ���
 xε′ ⊆ xε �
� xε
′ ⊆ xε �
�

	� (Sε)ε′ ⊆ Sε+ε′ �
� (Sε)ε
′ ⊆ Sε+ε′



�����

�� ������� ε′ ≤ ε� ��	 y ∈ xε′ � ���� d(x, y) ≤ ε ≤ ε′� 	��� y ∈ xε� ����� y ∈ xε′

�� �
��	
�
�� xε′ ⊆ xε� ��� �
�����	 ��
 xε
′ ⊆ xε

′
������� ������
���

�� ��	 z ∈ (Sε)ε′ � ���� ����� d(y, z) ≤ ε′ ��
 ���� y ∈ Sε� 	��� d(x, y) ≤ ε ��


���� x ∈ S� ���� d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ≤ ε + ε′� 	��� z ∈ Sε+ε′ � �����

z ∈ (Sε)ε′ �� �
��	
�
�� (Sε)ε′ ⊆ Sε+ε′ � ��� �
�����	 ��
 (Sε)ε
′ ⊆ Sε+ε′ �������

������
���


�������� 	
�
�
 ��	 V �� � �����  ���	���� !�
 �����	� S, T ⊆ X �
 � �������	���

S, T ∈ P(X)� �� ��
�� 	�� ���	���� ����	��� τ : P(X)× P(X) → V �� �	 ��

τ(S, T ) =
∧

s∈S,t∈T
d(s, t)

��� �� ��� �	 	� ��
�� 	�� ���	���� ����	��� ζ : P(P(X)) × P(P(X)) → V ��

������	���� �� �����	� E1, E2 ⊆ P(X) ��

ζ(E1, E2) =
∨

S∈E1,T∈E2
τ(S, T ).

������ ������ "�	� 	��	 	�� �
������ ��� ����	� ��
 τ � ����� ��
 ���
� S, T,R ∈ P(X)�

τ(S,R) ≤ τ(S, T ) + τ(T,R) ���� ��	 ������ ����� ��	 	��
� �
� ���� ��	�
��	���

�
���
	��� �� τ ����� �� 	�� ��������� �
�����	����

����������� 	
�
	
 ��� F,G,H ∈ P(X) �
� x ∈ X
 ���
 ��� �������
� ����




������� �	 ��
��� ��
������� ��

�� τ(F, x) + τ(x,G) =
∧

f∈F,g∈G [d(f, x) + d(x, g)] .

�� τ(F,G) ≤ τ(F, x) + τ(x,G).

�� τ(F,H) ≤ τ(F ∩G,H) �� F ∩G �= ∅ ��� τ(F,H) ≤ τ(F,G∩H) �� G∩H �= ∅�

������

�� �� ������� 	�
����
���� ��� �� �������� ��� ����� ���������� �� ����

τ(F, x) + τ(x,G) =
∧
f∈F

d(f, x) +
∧
g∈G

d(x, g)

=
∧
f∈F

[
d(f, x) +

∧
g∈G

d(x, g)

]

=
∧
f∈F

[∧
g∈G

[d(f, x) + d(x, g)]

]

=
∧

f∈F,g∈G
[d(f, x) + d(x, g)] .

�� �� ��� �������� ��� 
����� ��� ��� ��

�� �� !��� ���� �� "�� ��
��� 
�� ����

τ(F,G) =
∧

f∈F,g∈G
d(f, g)

≤
∧

f∈F,g∈G
[d(f, x) + d(x, g)]

=
∧
f∈F

d(f, x) +
∧
g∈G

d(x, g)

= τ(F, x) + τ(x,G).

�� #�� ��� ��
� ��� 
������ �� ���� �� 
��� ����

τ(F,H) =
∧

f∈F,h∈H
d(f, h) ≤

∧
g∈F∩G,h′∈H

d(g, h′) = τ(F ∩G,H)

���"� ������� ����
 �� $��!�
����� �����%�&�� 
��"� F ∩G ⊆ F � ��� ���
����

��� ��� 
�"��� ��� 
����� ������
 
���������

����������� 	
�
�
 ��	 X 
� � V ��
���� ���� ��� ����� x, y ∈ X� ε � 0 ��� δ � 0 �	

����� 	��	

d(x, y)− ε− δ ≤ τ(xε, y
δ).



������� �	 ��
��� ��
������� ��

������ ��� ε � 0� δ � 0 ��� x, y ∈ X� 	
 �� ���� �
 �

� �
��

d(x, y)− ε− δ ≤
∧

a∈xε,b∈yδ
d(a, b).

�
�� �� ��
�
����
� ���������� �� �� ���������� �
 �

� �
�� �
� ����� a ∈ xε ���

b ∈ yδ�

d(x, y)− ε− δ ≤ d(a, b).

����� a ∈ xε ��� b ∈ yδ��� 
��� d(x, a) ≤ ε ��� d(b, y) ≤ δ� �
�� �� �
� ����� ��

!���������� �� 
�����

d(x, y) ≤ d(x, a) + d(a, b) + d(b, y)

≤ ε+ d(a, b) + δ,

�
�� d(x, y) − ε − δ ≤ d(a, b)� 	��"� a ∈ xε ��� b ∈ yδ ��� ���������� �
� ������

�
��
���

��������� �	
	�	 ��� X �� � V #���"�� �
�� X �����$�� ��������	 
����
��� ��	��

����	 ��� ���� �� �
� ����� ε � 0� �
��� �%���� δ � 0 ��"
 �
�� d(x, y) ≤ δ �&�����

�
�� d(y, x) ≤ ε�

�
����� �	
	�	 '���� ��&&����" V #���"� �����$�� ()*�

�
����� �	
	
�	 �
� ��� 
� �%������ ���� ��&���� [0,∞] ���
 �
� ������"� ���"��
�

d : [0,∞]× [0,∞] → [0,∞] ��$��� ��

d(x, y) =

⎧⎨
⎩y − x, y > x

2(x− y), y ≤ x

�����$�� ()* ��
������

����������� �	
	

	 ��� X �� � V ������ ������	��� ��� ��� ��� ε � 0� �� δ � 0

����������� �� ε �� �
� ��������� �� ���� �
�� ��� x, y ∈ X  � 
�
�

d(x, y)− 2 · ε ≤ τ(xε, yδ).

������ ��� ε � 0� +� ()* ��
������ �
��� �%���� � δ � 0 "
�����
���� �
 ε � 0� +�

��
�
����
� ���������� �� ��,"�� �
 �

� �
�� �
� ����� a ∈ xε ��� b ∈ yδ�

d(x, y)− 2 · ε ≤ d(a, b).



������� �	 ��
��� ��
������� ��

����� a ∈ xε ��� b ∈ yδ� 	� 
��� d(x, a) ≤ ε ��� d(y, b) ≤ δ 	
��
 ��
���� d(b, y) ≤ ε

�� ���� �
��

d(x, y) ≤ d(x, a) + d(a, b) + d(b, y)

≤ ε+ d(a, b) + ε,

�
�� d(x, y) − 2 · ε ≤ d(a, b)� ����� a ∈ xε ��� b ∈ yδ ��� ���������� �
�� �
� ������

�����	��

��������� ��	�	
� ��� X �� � V ����	� ���
���

� ���� �
��
 ε1 � 0 �
� x, y ∈ X�

����� ��
��� ε2 � 0 ��	� ���� 
� τ(xδ1 , yδ2) ≤ ε2∀δ1, δ2 � 0� ���
 d(x, y) ≤ ε1�

������ ��� ε1 � 0� �� ���
�������  �!�"#� �
��� �� � ε2 � 0 ���
 �
�� 3 · ε2 ≤ ε1�

$
���� δ1 ������
�����% �� ε2 �� �
� ��&������ �� ���� �
��

d(x, y) ≤ τ(xε2 , yδ1) + 2 · ε2 ≤ 3 · ε2 ≤ ε1.

��� �����	


'� �
�� �������� 	� ��������� &���� ����� ��� &������ (� ��&�� $���
� &������ �����

&����� ��� ������� $���
� &������ ��� 
������ � ��	 ����� ������� 	
��
 	��� �� ����

�� ������� )�! ��� ������� )�*�

��
������ ��
�	� ��� X �� � ���� �
�� � ����� �� X �� � ���+��
�� ����������

F ⊆ P(X) ���
 �
�� �
� �����	��% 
����,

�� ∅ /∈ F �

�� -�� ����� A,B ⊆ X 	
��� A ⊆ B� �� A ∈ F � �
�� B ∈ F �

�� -�� ����� A,B ∈ F � A ∩B ∈ F �

� &���� G ���
 �
�� G ⊆ F �� � ��������� �� F �

��
������ ��
�
� ��� X �� � ���� �
�� � ����� ���� �� � ���������� B ⊆ P(X) ���


�
�� ∅ /∈ B ��� ��� ����� A,B ∈ B� �
��� �.���� C ∈ B ���
 �
�� C ⊆ A ∩B�

���	�
 ������ '� ����������� �����	� �
�� � &���� ���� B %���� ���� �� � &���� F � �
�

����� &���� ���������% B� %���� �.
������� ��

F = {D ⊆ X | ∃C ∈ B : C ⊆ D}.



������� �	 ��
��� ��
������� ��

���� ���� 	��
� �
���
�� ���
 �� ��� � ����� ��� ����� ����� �
 � V ��	���� ��

����
 ���
 � ����� ��� ����� ����� �
 ��� �

�����
� ���� ����� �� �� � ����� ���
����

V �

 � V ��	��� X�

��������� �	
	�	 ��� F �� � ����� �
 X�  ��
 F �� ������ �! !�� ����� ε � 0� �����

������ � x ∈ X ���� ���� xε ∈ F � "�������� �! F 
��� 
�� ��
���
 �
� 	��	��

#����� ����������� ���
 F �� �����
 � ��	���
 ������ �
�
� �

��������� �	
	�	 ��� F �� � ����� ��� ����� ����� �
 X�  ��
 F �� ���	� �! !��

����� F ∈ F � ����� ������ ε � 0 ���� ���� xε ∈ F ��	���� ���� xε ⊆ F � !�� �����

x ∈ X�


���������� �	
	�	 �
� B �
 � �
�
� ���
 �	 X ����� �
	
���
� ��
 �
�
� F � ��
	 B
�� ���	� �� F �� ���	��

������ ������  ������ 	���!�

������ ������ $��� ���� �� 
��� 
�� ������ ���
 ���� F �� ���

 �! B �� ���

� ���

�
���
��� ��� X = [0,∞]opst �

 T = {0}� %� ��
 ������ ��� ���� ��� ����� ����
B = {T} �� ���

� &
 ��
������ ��� ��
�����
 ����� F = {S ⊆ X | 0 ∈ S} �� 
��
���

� %� ���� � ���	�� ����	�� �� ����!� ����' ����
 ε � 0� �� ����

0ε = [0, ε] = {y ∈ [0,∞] | dopst (0, y) = y − 0 ≤ ε}

�
 F ��� 0ε � {0, 1}�

���������� �	
	�	 �
� F �
 � �
�
� �	 X� �� F �� ������ �	� ���	�� ��
	 F �� �

��	���
 ������ �
�
��

��		
� (�		��� G ⊆ F �� #������  ��
 !�� ����� F ∈ F � �� ���� ���� ���� F ∈ G �

(�
�� F �� ���

� ����� ������ ε � 0 ���� ���� xε ∈ F ��	���� xε ⊆ F � !�� �����

x ∈ X� (�
�� G �� #������ ����� �� �
 x ∈ X ���� xε ∈ G �  ��
 ��
�� G ⊆ F �

xε ∈ F �  ��� ��	���� ���� xε ⊆ F �

 ���� F ∈ G � (�
�� F ∈ F �� ���������� ���

������ !�������


���������� �	
	��	 �
� B �	� D �
 �
�
� ���
� ��� ������ �
�
�� F �	� G �	 X�

�
��
����

�� ��
	

ζ(F ,G ) = ζ(B,D).



������� �	 ��
��� ��
������� ��

������ �� ������ �� �	�
 �	��

ζ(F ,G ) ≤ ζ(B,D)

��


ζ(F ,G ) ≥ ζ(B,D).

��� �	� ���� ����������� 
� ���
 �� �	�
 �	��

ζ(F ,G ) =
∨

F∈F ,G∈G

τ(F,G) ≤
∨

B∈B,D∈D
τ(B,D) = ζ(B,D),

�� ������������� ��� ����� F ∈ F ��
 G ∈ G �

τ(F,G) ≤
∨

B∈B,D∈D
τ(B,D)

�� ����������� �������� � ��! F ∈ F ��
 G ∈ G � "	�� �	��� �!���� U ∈ B ��


V ∈ D ���	 �	�� U ⊆ F ��
 V ⊆ G� "	�� �� �����
� ���# ����������� $���$�% �	��

τ(F,G) ≤ τ(U, V ).

"	�� 
� ������

τ(F,G) ≤ τ(U, V ) ≤
∨

B∈B,D∈D
τ(B,D) = ζ(B,D).

&���� F ∈ F ��
 G ∈ G ��� ����������

ζ(F ,G ) ≤ ζ(B,D)

'�
� ��� �	� �����
 ����������� 
� ���
 �� �	�
 �	��

ζ(F ,G ) =
∨

F∈F ,G∈G

τ(F,G) ≥
∨

B∈B,D∈D
τ(B,D) = ζ(B,D)


	��	 ��
��
 	��
� �� ����������� �������% ����� B ⊆ F ��
 D ⊆ G �

��� �����	 �
��
�������

�� �	�� ������� �� �	� �	������ 
� 
���� 
	�� �� #���� ��� � V (����� �� �� )���	�

��#����� ��
 ��()���	� ��#������ *� ���� �	�
 �	�� Vst ��
 V op
st ��� ���	 )���	�

��#������



������� �	 ��
��� ��
������� ��

��������� �	
	�	 ��� X �� � V ����	�
 � �
��� F �� X ��������� 	� x ∈ X ��� ����
�

F → x� �� ��� ����� ε � 0� ��� ��

 xε ∈ F 
 ���� X �� ���� �� �� 
���
� ������	�

�� ����� ���	�� �
��� �� X 	��������
 �
��� X �� ���� �� �� ���
���
� ������	� ��

Xop �� ���	�� 	���
���


��

� �	
	�	 ��� � ����� ����	��� V � 	
� V ������ Vst �� 
���
� ������	� ��� ���


���
� ������	��

������ �� ���� ��� ���� Vst �� ���	�� 	���
���
 ��� F �� � ���	�� �
��� �� Vst


!� ��������� �� � ���	�� �
���� ��� ����� ε � 0� ����� �"���� � v(ε) ∈ V �v(ε) �����

���� ��� 	���	� �� v �� ��������� �� ��� ��
�� �� ε� ��	� ���� v(ε)ε ∈ F ���  �

������

x =
∧
ε�0

v(ε).

#�  � �� �� �� ��� ���� F 	�������� �� x
 ��� δ � 0� ��

v(δ)δ = {y ∈ V | dst(v(δ), y) ≤ δ} ∈ F .

�� ���� ������ ���� v(δ)δ ⊆ xδ
 ��� y ∈ v(δ)δ
 ����

dst(v(δ), y) = v(δ)− y ≤ δ

 ��	� �� �$����
��� �� v(δ) ≤ δ+ y
 %��	� x ≤ v(δ)�  � ���� x ≤ v(δ) ≤ δ+ y  ��	�

���
��� ����

d(x, y) = x− y ≤ δ,

���� y ∈ xδ
 %��	� y ∈ v(δ)δ �� ���������� v(δ)δ ⊆ xδ
 ���� ���	� v(δ)δ ∈ F �  �

������ xδ ∈ F 
 %��	� δ � 0 �� ���������� F 	�������� �� x


#�"�  � ��� ���� Vst �� ������	�� 	���
���� �� �$����
���
�� V
op
st �� ���	��

	���
���
 ��� G �� �� ���	�� �
��� �� V op
st 
 &�� ����� ε � 0�  � ���� v(ε) ∈ V

��	� ���� v(ε)ε ∈ G ��� ������

x =
∨
ε�0

v(ε).

'� �� ������ �� ��� ���� G 	�������� �� x
 ��� δ � 0� ��  � ����

v(δ)δ = {y ∈ V | dopst (v(δ), y) ≤ δ} ∈ G .

�� ���� ������ ���� v(δ)δ ⊆ xδ
 ��� y ∈ v(δ)δ
 ����

dop(v(δ), y) = d(y, v(δ)) = y − v(δ) ≤ δ.



������� �	 ��
��� ��
������� ��

����� v(δ) ≤ x� �� �	
�

y ≤ v(δ) + δ ≤ x+ δ

����� ��	��

dop(x, y) = y − x ≤ δ,


��� y ∈ xδ� ����� y ∈ v(δ)δ �� 	���
�	��� v(δ)δ ⊆ xδ� ����� v(δ)δ ∈ G � 
�� xδ ∈ G �

���� ����� δ � 0 �� 	���
�	��� G ���
����� 
� x� 
�������� V op
st �� �	���� ������
��

������ ������ ���� 
��� �����
� �� �������� 
�	
 Vst 	�� V
op
st 	�� ��
� �	���� 	��

����	���� ������
��

��� ��� ��	
���
�� ���������
��

�� 
��� ���
���� �� ������
 	 ��� ������
��� ����
���
��� �� V ���	��� �	
�������

�� � ���� ����
���
��� 
	!�� ��
�
	
��� ���� 
�� �
	��	�� ������
��� ����
����


��� �� ������� ��	���� ��� ��
�	
��� ��	���� ��
� "�	�����
��� ��	��� ����� ��

��
 �	
���� �����
��� #	�� ��$����
 ������
��� ����
���
���� �%��
� ���� 	� �	���

������
���� ��������
��� &'(� ���
� ������
��� &')( 	�� �� ��� ����� ��$����
 ����

���
� �� ������
����� 	������

�������� 
�� ��
�

U(ε) = {(x, y) ∈ X ×X | d(x, y) < ε}

	��

U op
(ε) = {(x, y) ∈ X ×X | d(y, x) < ε}

�� 	 ��
��� ��	�� (X, d)� *� �	
� U(ε) = U op
(ε) ��� 
� �����
�� 
��� �� �	
� 	

����
��

Met
U(−) �� Unif .

+�
 
��� �� ��
 
�� �	�� ��� "�	�����
��� ��	���� *��� �����
�� �� ��
 �	
��,��� �


���� ��
 ���� 
�	
 U(ε) = U op
(ε)� �� �� �	
� 
�� ����
���

QMet
U(−) ��

U(−op)
�� QUnif .

���� 
�� �"�	��-�� �� �	���� ���� 
� �� 
�� �	
����� �� "�	�����
��� ��	��� �	
�������

�� � ����
�� QMetuva� 
���
��� ��
� 
�� ��������� ����
��

QMetuva �� QMet�



������� �	 ��
��� ��
������� ��

���� �����	�	


QMetuva �� QMet
U(−) ��

U(−op)
�� QUnif .

��	�
 � �
���� ����
 �� �	 
�����
 �� � �
�����
� ����
���� V �����
� ��
 ���
���

��	 �
 

	
�����
� ��

SMetuvaV
�� SMetV

U(−) ��
U(−op)

�� QUnif

��
�
 SMetuvaV �� ��
 ���

��� �� �
�����
� V �����
� ��������	
 ���� ���
 ����

��
�
 ���

���
� �	� ��	����� ��
 �
��
����
�� �� 
��� �	� ������ �	 Cat�

!	 ��
 	��
 �� "
��� #$%& ���
� �	 �
����� �	 #'$&� �� �� ����	 ���� ��
 ���

���

�� ������
���� ����
� �� 
(�����
	� �� � ���

��� ��	�����	
 �� ��� V �����
�� ��
�
 V

����
� ��
� ��� ����
 (��	���
�� )��� �����
� ���� �
(�
	�
� ��
 �	��
(���
 ��� ��


�����
���	 ��	��������	 �� V �����
� �	� ���� *��
�� ��
 ������
��

����������� 	
�
�
 ��� F �� � ����� 	
 X� �
�
 �
� �	������	
�

B� = {Fε | F ∈ F , ε � 0}

�
�

B� = {F ε | F ∈ F , ε � 0}
��� ����� ������

������ ���
 ���� B� �� 	�	�
���� ��	�
 X ∈ F �	� ���� ∅ �� 	�� �	 ��
 ����
����	

��	�
 ∅ /∈ F � �
��� �
 ���� ���� ��� F, F ′ ∈ F �

(F ∩ F ′)ε∧ε′ ⊆ Fε ∩ F ′
ε′ .

+
� y ∈ (F ∩ F ′)ε∧ε′ �	� ε, ε′ � 0� )��� �
�	� ���� ��
�
 
����� �	 x ∈ F ∩ F ′ ����

���� d(x, y) ≤ ε ∧ ε′ ��
	 ������ d(x, y) ≤ ε �	� d(x, y) ≤ ε′� ,� �	�
��
����	� �


�

 ���� x ∈ F �	� x ∈ F ′� ��	�
 d(x, y) ≤ ε� y ∈ Fε �	� ��	�
 d(x, y) ≤ ε′� y ∈ Fε′ �

���� y ∈ Fε ∩ Fε′ � )�
 ��
��
	� ��� B� ������� ����������

���	�
 ������ ���	
 ��
 *��
� ���
 B�� �
 

	
���
 ��
 *��
� F�� ���������� ���	


B�� �
 �����	 F�� -
���. /�0�1 
�����	� ���
 �� ��
 ��	��������	 �� *��
�� ���	


*��
� ���
��

����������� 	
�


 ��� F �� � ����� 	
 X� �� F �� ����
�� �
�
 F� �� ����
��



������� �	 ��
��� ��
������� ��

������ ��� ε � 0� ���� �	 ��

� ��
���� ����� �� � δ � 0 ���� ���� δ+ δ ≤ ε� �����

F �� �����	� ����� �� �� x ∈ X ���� ���� xδ ∈ F � ����� (xδ)δ ∈ F� ���

(xδ)δ ⊆ xδ+δ ⊆ xε

�	 ����������� ����
��� ��� ���� �� ��  �!� ���� xε ∈ F��

����������� 	
�
�
 ��� X �� � V ����	� ���
���

� ���� �� F 
� � ������ ���
 F� 
�

� ���
� ������

������ "� ��#��� �� ���! ���� ��� � $�%�� ε � 0 ��� Fε ∈ F�� ����� �&���� δ � 0 ����

���� �� yδ ∈ F�� ���� yδ ⊆ Fε ��� �%��	 y ∈ X� ��� ε � 0� ���� �	 �����������

��
���� ����� �� δ1 � 0 ���� ���� δ1 + δ1 ≤ ε ���  �� δ2 � 0 ���������� �� δ1 !����

�� $��������� �	 '() �������	� *� ��%� δ1 ∧ δ2 � 0 ����� V �� � %� �� ����������%�

 ������� �� ��� δ = δ1 ∧ δ2� ������� ���� yδ ∈ F� ��� y ∈ X� ����

F ′ ⊆ F ′
ε′ ⊆ yδ

��� ��
� F ′ ∈ F ����� F� �� $�������� �	 + ��� ���� B�� ��� x ∈ F ∩ F ′ !����

F ∈ F � ���� x ∈ yδ ��� �� d(y, x) ≤ δ� "� z ∈ yδ� ���� d(y, z) ≤ δ� ��� ��

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ≤ δ1 + δ1 ≤ ε,

���� z ∈ xε !���� �
� ��� ���� z ∈ Fε� ����� z ∈ yδ �� ��������	� �� ��  �!� ����

yδ ⊆ Fε�

����

��� 	
�
�
 ��� X �� � V ����	� ���
���

� ��� �
� F � ���	�� ����� �
 X�

���
 F� 
� � �


��� ���	�� ������

������ ,	 ������������ ��-�
 ��� ��-�-� �� ��  �!� ���� F� �� �����	 ��� ������ ����

�	 ����������� ������ �� �� 
���
� �

����

��� 	
�
	
 ��� X �� � V ����	� ���
���

� ��� �
� F �� � ����� �
 X� ���


��� ����� F� 
� �


��� ���	��� 
� �
� �
�� 
�� F 
� ���	�� �
� ���
��

������ ����  ��	 ��-�. ���%� ���%�� ��� ���������� /�� ��� ����� ���������� �� F�
�� � 
���
� �����	 + ���� ���� F = F�� ���� F �� �����	 ��� � �� ����� �	

����������� ��-�-�



������� �	 ��
��� ��
������� ��

����������� 	
�
�
 ��� X �� � V ����	�
 ���
 ��� ����

Bx = {xε | ε � 0}

�
�

Bx = {xε | ε � 0}
��� ���� ����� �����


������ �� ���� ���	 ��
� Bx �� 
 ����� 

��� �� ���	 ��
� Bx �� ��������� �����

X ∈ Bx 
�� 
��� ∅ /∈ Bx ����� ��� ����� ε � 0� 
� ��
�� x ∈ xε� �
����� �����

xε, xε′ ∈ Bx ��� ���� ε � 0 
�� ε′ � 0� ����� V �� 
 �
��� ������
����� �
������ 	�

�
�� ε ∧ ε′ � 0� �� 	� ���� �
�� �� ���	 ��
� xε∧ε′ ⊆ xε 
�� xε∧ε′ ⊆ xε′ � ���

y ∈ xε∧ε′ � ���� ��
��

d(x, y) ≤ ε ∧ ε′ ≤ ε


��

d(x, y) ≤ ε ∧ ε′ ≤ ε′,

���� y ∈ xε 
�� y ∈ xε′ � ����� y ∈ xε∧ε′ �� 
�
���
��� �� �����	� ��
� xε∧ε′ ⊆ xε 
��

xε∧ε′ ⊆ xε′ �

����� Bx �� 
 ��
� ������������ �� Xop� 
� ������� �� ���� �� �� 
 ����� 

���

���	�
 ������ !���� V ���
�� X 
�� x ∈ X� ��� Fx 
� ��� ����� �����
��� 
� ���

����� 

�� Bx 
�� �����
��� ��� F x 
� Bx� "� �� �
�� ������ �� ������ ��
� Fx 
��

F x 
�� #
����� $���� ���� ��
� ��� �������� Fx = F x ���� ��� ���
��� ���� ���

�� 
�������� �� X�

%���	� 	� ������� 
 ������ 	���� ���	� ��
� &'$ �� ��(����� ��� ��� �)�
����

Fx = F x�

����������� 	
�


 ��� X �� � V ����	� ��������
� ���
 ���
 Fx = F x ����� ���

����� x ∈ X


������ ������� X �
������ &'$� "� ��(��� �� ���	 ��
� Bx = Bx� ��
� ��� Bx ⊆ Bx


�� Bx ⊆ Bx ��� 
 �*�� x ∈ X� +�� ��� ���� ���������� ��� xε ∈ Bx ��� ���� ε � 0� %�

��� &'$ ��������� ����� �*���� 
 δ � 0 ���� ��
� ��� ����� y ∈ X� d(y, x) ≤ δ �������

d(x, y) ≤ ε. ��� z ∈ xδ� �� d(z, x) ≤ δ� ���� �� �����	� 
� &'$ ��
� d(x, z) ≤ ε�

���� z ∈ xε� ����� z ∈ xδ �� 
�
���
��� �� �����	� ��
� xδ ⊆ xε 
�� ����� xδ ∈ Bx� 	�

�
�
��

xε ∈ Bx.



������� �	 ��
��� ��
������� ��

����� ε � 0 �� ��	�
����� �
 
������ 
��
 Bx ⊆ Bx� ��� �������
 
�� Bx ⊆ Bx 
������

����������

������ ������� ��� 	�
����
���� �� 
�� 
������� �
 ������
���� �
 ����� ��
��� ������

��� ����
�� 
� 
�� 
��
 
��
 �� ������� Fx �= F x� ����� 
�� ��������� ��
� 
�� ����

���
��� �� 
�������� ����� 	� 
�� ���������
 x �→ Fx�

����������� 	
�
��
 ��� X �� � V ����	� ���
���

� ��� �
� x ∈ X� ���
 Fx 
� �

�


��� ���	�� ������

��		
� �� ��� ������ ��� 
��
 Fx �� ������ ����� �
 �� ������
�� 	�

Bx = {xε | ε � 0},

�� �
 ���� ������� 
� ���� 
��
 Fx �� ����� 	� �������
��� �� �!� "�
 x ∈ X ���

F ∈ Fx� ���� 	� ��#��
��� �
 Fx� 
���� �� �� ε � 0 ���� 
��
 xε ∈ Fx ��� xε ⊆ F �

�� �
 ��$��� 
� ���� 
��
 
���� �%��
� � δ � 0 ���� 
��
 
�� ����� y ∈ X�

yδ ∈ Fx ������� 
��
 yδ ⊆ xε ⊆ F.

����� ε � 0� 
��� 	� "����  �&�'!� 
���� �%��
� δ1 � 0 ���� 
��
 δ1 + δ1 ≤ ε ��� 	�

()*� �� ���� � ������������� δ2 � 0 
�� δ1� ��


δ = δ1 ∧ δ2.

�� +��� δ � 0 ����� V �� � ����� ���
��	�
��� ��

���� ������� yδ ∈ Fx 
�� y ∈ X�

���� 	� ��#��
��� �
 
�� #�
�� Fx� �� ���� x ∈ yδ �� d(y, x) ≤ δ ≤ δ2 ��������

d(x, y) ≤ δ1.

,��� ��
 z ∈ yδ ����� ����� d(y, z) ≤ δ� ����

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

≤ δ1 + δ ≤ δ1 + δ1 ≤ ε,

�� z ∈ xε� ����� z ∈ yδ �� ��	�
����� yδ ⊆ xε ⊆ F ����� ������
�� 
�� ����
�


�������� 	
�
��
 "�
 X 	� � V ������ ��
��
���� ()*� �� ��#�� X̃ ⊆ P(P(X)) 
�

	� 
�� ��
 �
 ��� ������ #�
��� �� X ��� X̂ ⊆ X̃ 
� 	� 
�� ��
 �
 ��� ������� ������

#�
����



������� �	 ��
��� ��
������� ��

����� �����	� ��� X �� � V ����	� ���
���

� ���� ���
 X̃ = (X̃, ζ) 
� � V ����	��

��
	� 
����� ���
���� ����

������ �� ���� ���� X̃ ���	�
�� ��
 �����	�	��� ��
 ��	����� �������	�� ��� ��
 � !"

�� �����	�	��# $�� ����� 
���� F ∈ X̃� �	�%� 	� ����� ���� F ∩ G �= ∅ &�� �����
F,G ∈ F �

τ(F,G) =
∧

f∈F,g∈G
d(f, g) = 0.

���� �� �'��	�

ζ(F ,F ) =
∨

F,G∈F

τ(F,G) =
∨

F,G∈F

0 = 0.

�� ��	����� �������	��# �� ����'�	�� ����

ζ(F ,H ) ≤ ζ(F ,G ) + ζ(G ,H ),

	� ��(%�� �� ����� &�� 
��� ε � 0� F ∈ F ��� H ∈ H � ���� ����� ��	��� G ∈ G

��%� ����

τ(F,H) ≤ τ(F,G) + τ(G,H) + ε.

)� *�++� �"�"�,� ����� ��	��� � δ � 0 ��%� ���� δ + δ ≤ ε ��� '� � !� �����

��	��� � δ′ � 0 %�����-���	�� �� δ" .�� η = δ ∧ δ′ ����� η � 0 �	�%� V 	� �

����� �	���	'��	�� ����	%�" !� G 	� /��%��� ����� 	� �� x ∈ X ��%� ���� xη ∈ G "

0����� G = xη" ����

τ(F,G) + τ(G,H) + ε =

[ ∧
f∈F,y∈G

d(f, y)

]
+

[ ∧
z∈G,h∈H

d(z, h)

]
+ ε

≥
[ ∧
f∈F,y,z∈G,h∈H

d(f, y) + d(z, h)

]
+ δ + δ

=
∧

f∈F,y,z∈G,h∈H
[d(f, y) + δ + δ + d(z, h)]

≥
∧

f∈F,y,z∈G,h∈H
[d(f, y) + d(y, x) + d(x, z) + d(z, h)]

≥
∧

f∈F,h∈H
[d(f, x) + d(x, h)]

= τ(F, x) + τ(x,H)

≥ τ(F,H).



������� �	 ��
��� ��
������� ��

�����

τ(F,G) ≤
∨

F ′∈F ,G′∈G

τ(F ′, G′)

���

τ(G,H) ≤
∨

G′∈G ,H′∈H

τ(G′, H ′),

�� 	
����

τ(F,H) ≤ τ(F,G) + τ(G,H) + ε

≤
∨

F ′∈F ,G′∈G

τ(F ′, G′) +
∨

G′∈G ,H′∈H

τ(G′, H ′) + ε

= ζ(F ,G ) + ζ(G ,H ) + ε.

�
�� ����� ε � 0� F ∈ F ��� H ∈ H ��� ��
������� �
� ������ �	��	���

�� ����� �� �
	� �
�� X̃ �������� �
� ��� ��	������ ��� ε � 0� �
�� 
� �
�	���

�� �!"� �
��� ������ �� ε′ � 0 ���
 �
�� 3 · ε′ ≤ ε� ����� X �� ���� �
��� ������

� δ′ � 0 �	�����	����# �	 ε′ � 0�

��� F ,G ∈ X̃� $	� �
� δ′ � 0� 
� �
� %	�	����� &�!�!�� �
��� ������ � �	���'

��	����# δ � 0� ����	��

ζ(F ,G ) =
∨

F∈F ,G∈G

τ(F,G) ≤ δ,

�
�� 
� (�	�	����	� ����!)*�+� τ(F,G) ≤ δ �	� �,��� F ∈ F ��� G ∈ G � -�

.�	� �
�� F ��� G ��� %���
� ������� �	 �
��� ������ x, y ∈ X ���
 �
��

xε′ ∈ F ��� yδ′ ∈ G � -� ���� �	 �
	� �
��

ζ(G ,F ) =
∨

F∈F ,G∈G

τ(G,F ) ≤ ε,

�
��
 �� �/��,����� �	 τ(G,F ) ≤ ε �	� �,��� G ∈ G ��� F ∈ F 
� (�	�	����	�

����!)*�+� ��� F0 ∈ F ��� G0 ∈ G � �
�� �� ��0��� �	 �
	� �
��

τ(G0, F0) =
∧

f∈F0,g∈G0

d(g, f) ≤ ε.

-� .�	� �
�� F0 ∩ xε′ ∈ F ��� G0 ∩ yδ ∈ G � �
�� �	� b ∈ G0 ∩ yδ′ ���

a ∈ F0 ∩ xε′ � �� 
	��� �
��

d(b, a) ≤ d(b, y) + d(y, x) + d(x, a).



������� �	 ��
��� ��
������� ��

����� a ∈ xε′ � d(x, a) ≤ ε′ ��� 	���� b ∈ yδ′ � 
� ���� d(y, b) ≤ δ′, 
���� 
� ���

�������� ������	 ���� d(b, y) ≤ ε′� ��	�� 	���� τ(xε′ , yδ′) ≤ δ� ���� d(x, y) ≤ δ′


� ��������� ������� 
���� �� ���� ������	 ���� d(y, x) ≤ ε′ 
� ��� ���������

�� 
� �
����

d(b, a) ≤ d(b, y) + d(y, x) + d(x, a)

≤ ε′ + ε′ + ε′ ≤ ε,

���	

τ(G0, F0) =
∧

f∈Fo,g∈G0

d(g, f) ≤ d(b, a) ≤ ε.

����� F0 ∈ F ��� G0 ∈ G ��� ��
������� �� �����
	 ���� ζ(G ,F ) ≤ ε�

����������� 	
�
��
 ��� X �� � V ����	�
 ��
 x, y ∈ X� �� ����� � 
������� x ∼ y

�������


d(x, y) = d(y, x) = 0.

���� ∼ �� �� ���������	� 
�������


������ ��������

���	�
 ������� ����� � ��� �!��������� �������� ∼ �� X� 
� �
���� ��� 	�� �� ���

�!��������� ���		�	� ������� 
� X0� ��� ���� X0 = (X0, d0)� 
����

d0([x], [y]) = d(x, y)

"
���� �	 ������� 
���#��$��� ��� �� ��� ����� �� %��!������& �	 � 	�������� V #	�����

'��� ���� (X̃)0 ���� ���� ��
���	 
��� 	����� 
� ������� 
� X̃0� (�� ��� �����	���

�������

SMetV �� MetV ,


� ���� � ���� ��)����

−0 : MetV �� SMetV

��� 
���� ��� �
)��� �������� �	  ���� 
� ��� ���	�������� �
����

����������� 	
�
�	
 ��� X �� � V ����	� ���������� ���
 ���� X̂ = (X̂, ζ �� �

����
���� V ����	�




������� �	 ��
��� ��
������� ��

������ ��� ����� �	 
���� �� 
���� ���
	� �� ��	
 ������ 
��


F ∩ G = {Y ⊆ X | Y ∈ F ��� Y ∈ G }

�	 � ��
�� 
���� ������ ��
��	 F ��� G � ��� 
�� 	����� ���
� �� 	��� 
��
 ��

ζ(F ,G ) = 0 = ζ(G ,F ) ��� F ,G ∈ X̃� 
��� F ∩ G �	 ������� ��� 
�� ��	
 ���
�

�� ����� 
��
 �� F ,G ∈ X̂ ��� ζ(F ,G ) = 0 = ζ(G ,F )� 
���

F = F ∩ G = G .

�� �� ��	
 ������ 
��
 ��� ������ ��
��	 F ��� G � F ∩ G �	 � ��
�� ��
 ��


����		����� �������

��� F ∩G �	 �������
�� �� ���� 
��
 X ∈ F ��� X ∈ G � 
��� X ∈ F ∩G �

��� ∅ /∈ F ∩ G �  ���� ∅ /∈ F ��� ∅ /∈ G � 
��� ∅ /∈ F ∩ G �

�	� !� F ∈ F ∩ G ��� F ⊆ F ′� 
��� F ′ ∈ F ∩ G �  ����	� F ∈ F ∩ G ���

F ⊆ F ′�  ���� F ∈ F ∩ G � F ∈ F ��� F ∈ G �  ���� F ��� G ��� ��
��	�

F ⊆ F ′ ������	 
��
 F ′ ∈ F ��� F ′ ∈ G � 
��	

F ′ ∈ F ∩ G .

�
� !� F, F ′ ∈ F∩G � 
��� F∩F ′ ∈ F∩G �  ����	� F, F ′ ∈ F∩G � ���	 ����	

F, F ′ ∈ F ��� F, F ′ ∈ G �  ���� F ��� G ��� ��
��	� 
��� F ∩ F ′ ∈ F

��� F ∩ F ′ ∈ G � 
��	

F ∩ F ′ ∈ F ∩ G .

�� "�#
� �� 	��� 
��
 ��� ������ ��
��	 F ,G � �� ζ(F ,G ) = 0 = ζ(G ,F )� 
���

F ∩ G �	 � ������ ��
��� $�
 ε � 0� %� &����	�
��� '�(�)*� 
���� �#�	
	 �

δ1 � 0 	��� 
��
 3 · δ1 ≤ ε� %� +,-� 
���� �#�	
	 � δ2 � 0 �����	������
 
� δ1�

 �
 δ = δ1∧δ2�  ���� F �	 ������� 
���� �#�	
	 x ∈ X 	��� 
��
 xδ1 ∈ F � ���	

����	 
��
 ��� ��� z ∈ xδ1 � d(x, z) ≤ δ1�  ���� G �	 ������� 
���� �#�	
	 y ∈ X

	��� 
��
 yδ ∈ G � ���	 ����	 
��
 ��� ��� a ∈ yδ� d(y, a) ≤ δ� $�
 a ∈ yδ�  ����

X 	�
�	��	 +,-� �� ���� 
��


d(x, y) ≤ τ(xδ1 , yδ) + 2δ1.

 ���� ζ(F ,G ) =
∨

F∈F ,G∈G τ(F,G) = 0� 
��� �� &����	�
��� '�'�)./'0�

τ(F,G) = 0

��� ����� F ∈ F ��� G ∈ G � ���	 ����	 τ(xδ1 , yδ) = 0� 
��	 d(x, y) ≤ 2 · δ1�



������� �	 ��
��� ��
������� ��

���� �� ���	�
�� ���
�	����� �� ���	��

d(x, a) ≤ d(x, y) + d(y, a)

≤ 2 · δ2 + δ

≤ 3 · δ1 ≤ ε,

���� a ∈ xε� ����� a ∈ yδ �� 	�����	��� yδ ⊆ xε ����� ������� xε ∈ G � ��

����������� ��������� ��  ��� xδ1 ⊆ xε� �� xε ∈ F � ���� �� !������ ��	�

xε ∈ F ∩ G � ���� ����� ε � 0 �� 	�����	��� F ∩ G �� "	�����

�� #�� ��� �	�� �	��� �������

ζ(F ,G ) = 0 = ζ(G ,F )

����� F ,G ∈ X̂� ���� �� �	�� (1) 	�$ (2) 	��%�� �� ���$� ��	� F ∩ G �� 	

"	���� &����� '�  ��� F ∩ G ⊆ F 	�$ F ∩ G ⊆ G � ���� ����� F 	�$ G

	�� �����	� "	���� &������ �� ���	��

F = F ∩ G = G ,

���� X̂ �� ���	�	��$�

������� ��	�
�� ��� X �� � V ����	� ���
���

� ���� ���
 X̂ 
� ���	�� 	��������

������ '� ���$ �� ���� ��	� �%��� "	���� &���� �� X̂ ���%��
�� �� 	 �����	� "	����

&���� �� X� ���� ��	�� 
�%�� 	 "	���� &���� A �� X̂ 	�$ ε � 0� ����� �(���� 	

�����	� "	���� &���� L ∈ X̂ ���� ��	�

Lε = {G ∈ X̂ | ζ(L ,G ) ≤ ε} ∈ A.

��� ����! �� 
�%�� ����� �� ����� �	����

�� '� ��������� 	 &���� F 	� !������) F ∈ F �(	���� ���� ����� �� 	� A ∈ A
���� ��	� F ∈ ⋂

A� �� �
��%	�������

F ∈
⋂
G∈A

G .

'� &��� %���!� ��	� F �� 	 &�����

��� F �� ���*�����) X ∈ F ����� X ∈ ⋂
A !�� �%��� ������ �! "	���� &�����

A ∈ A�



������� �	 ��
��� ��
������� ��

��� ∅ /∈ F � ����� ∅ /∈ G ��� �	��
 G ∈ A ��� ��
 A ∈ A� 
��� ∅ /∈ ⋂
A �����

����� ∅ /∈ F �

��� �� F ∈ F ��� F ⊆ G� 
��� G ∈ F � ������� F ∈ F ��� F ⊆ G� ����

����� 
���� ����
� �� A ∈ A ���� 
��
 F ∈ ⋂
A �� ����	����
�
� F ∈ G ���

�	��
 ��
�� G ∈ A� ����� F ⊆ G� �� ��	� G ∈ G ��� �	��
 G ∈ A �����

������� 
��


G ∈
⋂

A,


��� G ∈ F .

��� �� F,G ∈ F � 
��� F ∩G ∈ F � ������� F,G ∈ F � ���� ����� ∃A,B ∈ A
���� 
��
 F ∈ ⋂

A ��� G ∈ ⋂
B �� ����	����
�
� F ∈ A ��� �	��
 ��
��

A ∈ A ��� G ∈ B ��� �	��
 B ∈ B� ����� A,B ∈ A� A ∩ B ∈ A ���
A ∩B �= ∅ �� ��� �	��
 ��
��

K ∈ A ∩B,

�� ��	� F ∈ K ��� G ∈ K � 
��� F ∩G ∈ K ��� �	��
 K ∈ A∩B� ����
�������

F ∩G ∈ A ∩B
����� ����� F ∩G ∈ F �

�	 ���
� �� ���� 
��
 F �� �����
� ����� F ∈ X̃� ��
 ε � 0�  � ���� 
� ����


��
 
���� ����
� � x ∈ X ���� 
��
 xε ∈ F � ���� �� ����	����
 
� ������! 
��



���� ����
 �� x ∈ X ��� A ∈ A ���� 
��
 xε ∈
⋂
A� "
 #������
��� $�%�&'�


���� �� � δ1 � 0 ���� 
��
 4 · δ1 ≤ ε� ����� A �� �����
� 
���� �� � �������
�����
 ��
�� L �� X ���� 
��
 Lδ1 ∈ A� ���� ����� ��� �	��
 G ∈ Lδ1 �

ζ(L ,G ) =
∨

L∈L ,G∈G

τ(L,G) ≤ δ1

�� ����	����
�
� τ(L,G) ≤ δ1 ��� �	��
 L ∈ L ��� G ∈ G � ����� L �� � �����


��
��� 
���� ����
� � x ∈ X ���� 
��
 xδ1 ∈ L � "
 ()* ������

� 
���� �� �

δ2 � 0 ������������! 
� δ1� ��


δ3 = δ1 ∧ δ2

����� δ1 ∧ δ2 � 0� ��
 G ∈ Lε� ����� G �� �����
� 
���� ����
� � y ∈ X ����



������� �	 ��
��� ��
������� ��

���� yδ3 ∈ G � ��� a ∈ yδ3 � ��	
� X �� �
�� �� ����������	 ������� �� ����� ����

d(x, a) ≤ d(x, y) + d(y, a)

≤ τ(xδ1 , yδ3) + 2 · δ1 + d(y, a)

≤ 3 · δ1 + δ3 ≤ 4 · δ1 ≤ ε,

���
� ���	� a ∈ xε� ��	
� a ∈ yδ3 �� ���������� yδ3 ⊆ xε ���
� ������� ����

xε ∈ G � ��	
� ��� ���
�� ����� G ∈ Lε �� ���������� ���	 xε �� �	 ����� ���
��

����� �	 Lε� ���
� ������� xε ∈
⋂

Lε� ���� xε ∈ F �

��  �� ��� ���� ����� �� ���� ���� A 
�	���!�� �� ��� ��	���� ���
�� ����� F��

 ������� 	��� ���� ��	
� X �� �
� �	� F �� � ���
�� ������ �� "������ ��#�$�

F� �� � ��	���� ���
�� ������ ���� F� ∈ X̂�

��� ε � 0� %� ����� &�'��(� ����� �)���� � δ1 � 0 ��
� ���� δ1 + δ1 ≤ ε� %�

�
� �������� �* X̂� ����� �)���� � δ2 � 0 
�������	��	! �� δ1� +��� δ1∧ δ2 � 0

�	� �� ���

δ = δ1 ∧ δ2.
��	
� A �� ���
��� ����� �)���� � ��	���� ���
�� ����� L ∈ X̂ ��
� ����

Lδ = {P ∈ X̂ | ζ(L ,P) ≤ δ} ∈ A.

,� 	��� �� ���� ���� Lδ ⊆ (F�)ε� ��� P ∈ Lδ� ��	
� X̂ �� � V -���
�� ��

����� ����

ζ(F�,P) ≤ ζ(F�,L ) + ζ(L ,P).

,� ������� .	�� ���� ζ(L ,P) ≤ δ ≤ δ1 ��	
� P ∈ Lδ� �� �� ��� �	�� ��*�

�� ���� ���� ζ(F�,L ) ≤ δ1� %� ����������	 ��&��/ �� ����

ζ(F�,L ) ≤ ζ(F�,F ) + ζ(F ,L ) ≤ 0 + ζ(F ,L ),

���	 �� ��0
�� �� ����

ζ(F ,L ) =
∨

F∈F ,L∈L

τ(F, L) ≤ δ1,

���
� �� �1������	� �� τ(F, L) ≤ δ1 *�� ����� F ∈ F �	� L ∈ L �� ����������	

&�&��(2&3�

��� F0 ∈ F �	� L0 ∈ L � "��� ���	� ����� �)���� S ∈ A ��
� ���� F0 ∈
⋂
S�

���� F0 ∈ G *�� ����� G ∈ S� ��	
� A �� � ������ Lδ ∩ S ∈ A �� 	�	-������



������� �	 ��
��� ��
������� ��

����� X̂ �����	�� 
��
 ��� ����� G ∈ Lδ ∩ S
 �� ����

ζ(L ,G ) ≤ δ ≤ δ2

�������� ���� ζ(G ,L ) ≤ δ1� ����� F0 ∈ G 
 �� ������

τ(F0, L0) ≤
∨

G∈G ,L∈L

τ(G,L) = ζ(G ,L ) ≤ δ1.

����� F0 ∈ F ��� L0 ∈ L ��� ���������
 ����

ζ(F ,L ) =
∨

F∈F ,L∈L

τ(F, L) ≤ δ1

�� ����������� ������ �!
 ��"� ζ(F�,L ) ≤ ζ(F ,L ) ≤ δ1� �� �� ������

ζ(F�,P) ≤ ζ(F�,L ) + ζ(L ,P) ≤ δ1 + δ1 ≤ ε,

��"� P ∈ (F�)ε� ����� P ∈ Lδ �� ���������
 �� ������� ���� Lδ ⊆ (F�)ε ���

����� Lδ ∈ A
 �� ������ (F�)ε ∈ A� #��� ����� ε � 0 �� ���������
 �� �������

���� A ��������� �� F��

������� ��	�
�� ��� X �� � V ����	� ���
���

� ���� ���
 ����� ��
��� � �
��	�
��


������� ������
 X̂ �
� X̃0�

������ $� ���� ��� ����� �� ��� ������ %������
 �� ���� ����� �&���� � "��'"� �������

(�"��� 	���� �� ���� �'"�������� ����� [F ] �� X̃0� %�� ��� ������ ����
 �� ��	�� �

�"������ ψ : X̂ → X̃0 ��� ������ ���� �� �� � ��)������ ���������

�� %�� X̃0
 ���� ������� �� �� �'"�������� ����� [F ] �� (�"��� 	������ $� ����

������ ���� ���� �'"�������� ����� �� X̃0 ��� � "��'"� ������� (�"��� 	����

F��

��� *&������� �� � ������� (�"��� 	���� �� [F ]+ ,� (�������� -�.�/
 ����� X

�����	�� 
�� ��� F �� (�"���
 F� �� � ������� (�"��� 	����� $� ����

���� ���� F� ∈ [F ]� ����� F� ⊆ F 


ζ(F ,F�) = 0 = ζ(F�,F ),

��"� F� ∈ [F ]�



������� �	 ��
��� ��
������� ��

��� ���������� �	 
�� �����
� �
���� ��
�� �� [F ]� ������� F1,F2 ∈ [F ]


�� �����
� �
���� ��
���� ��

ζ(F1,F2) = 0 = ζ(F2,F1),

����� ������� 
�

 F1 ∩ F2 �� �
���� �� 
�� 
������
 �� �������
���

������� ����� F1,F2 
�� �����
� �
���� ��
���� 
���

F1 = F1 ∩ F2 = F2.

��  ��� �� !���� 
�� �
����� ψ : X̂ → X̃0 �� 
�������� 
�� �����
� �
����

��
�� F� ∈ X̂ 
� 
�� ����"
����� ��
�� [F ] ����� F� ∈ [F ] �� X̃� #� 
�� ��	



� ���� 
�

 ψ �� ��$��
�"�� ���$��
�"� 
�! !��

��� ������"����

��� ψ �� ��$��
�"�� ������� ψ(F�) = [F ] = [G ] = ψ(G�)� %��� ��
�� 	��

F� ∈ [F ] 
�! G� ∈ [G ]� ����� [F ] = [G ]� 
��� 
��� �
"� 
 ������

�����
� �
���� ��
��� 
��� F� = G��

��� ψ �� ���$��
�"�� &�
 [F ] ∈ X̃0� %��� 
���� �'��
� 
 ������ �����
� �
����

��
�� F� �� [F ]� %��� ��
�� F� ∈ X̂� 
��� �� �
"� ψ(F�) = [F ]�

��� ψ �� !��

��� ������"���� #� ���� ���� 
�

 
�� �
����� �� !��

��� ���(

���"���� �����

ζ(ψ(F ), ψ(G )) = ζ(F ,G ).

�����

ζ([F ], [G ]) = ζ(F ,G ),

�
 ��)��� 
� ���� 
�



ζ(F�,G�) ≤ ζ(F ,G )


�!

ζ(F�,G�) ≥ ζ(F ,G ).

����� %��
���� *����
��
�� �� �
� �
���� ��� 
�



ζ(F�,G�) ≤ ζ(F�,F ) + ζ(F ,G ) + ζ(G ,G�)

≤ 0 + ζ(F ,G ) + 0

≤ ζ(F ,G )



������� �	 ��
��� ��
������� ��

���

ζ(F ,G ) ≤ ζ(F ,F�) + ζ(F�,G�) + ζ(G�,G )

≤ 0 + ζ(F�,G�) + 0

≤ ζ(F�,G�)

�� ����	���


��������� �	
	��	 ��� X 
� � V ������ ���	���	�� ���
 ��� �����	�� ι : X → X̂ �	���


� ι(x) = Fx 	� ������ ��� ��������� ��	�

��� 


������ ������� ���� ���� ��� �����	��� ��
���	�� ι 	� 	�����	��� 	� ��� ���� 	�� X 	�

���������



���� �	
	��	 ��
 X 	� � V ������ ��
������� ���� ���� 
�� ��������� ��	�

��� ι

�� �� �����
���

��		
�  ������ X 	� ���
 !� "�����	�	�� #
$
%&� ζ(Fx,Fy) = ζ(Bx,By)� �� '� ����

�� ���' ���� ζ(Bx,By) = d(x, y)� �� ���	���������

ζ(Bx,By) ≤ d(x, y)

���

ζ(Bx,By) ≥ d(x, y).

(�� ��� )��� 	������	��� 
� "�����	�	�� $
$
%*+$,� 	� ��-��� �� ���' ����

τ(xε, yε′) =
∧

a∈xε,b∈yε′
d(a, b) ≤ d(x, y)

��� ����� ε � 0 ��� ε′ � 0 '�	�� 	����� ����� �	��� x ∈ xε ��� y ∈ yε′ 


(�� ��� ������ 	������	��� �	��� X ���	�)�� ���� 
� "�����	�	�� #
.
*� '� ����

Fy = F y� �� 	� ��-��� �� ���' ���� d(x, y) ≤ ζ(Bx,By)
 ��� ρ � 0
 ���� 
�

����� $
/
%*� ����� �0	��� η � 0 ���� ���� η + η ≤ ρ
 !� "�����	�	�� #
%
%%� �����

	� � δ � 0 ���� ����

τ(xη, yδ) ≥ d(x, y)− 2η

= d(x, y)− ρ

��� ���� d(x, y) ≥ ζ(Bx,By) + ρ
  	��� ρ � 0 	� ��
	������ ��� ���	��� 	������	��

�����'�




������� �	 ��
��� ��
������� ��

������� ��	�

� ��� X �� � ��������	 V 
����� �
��
 �������� ���� �
�� ι(X) ��

	���� �� X�

������ ��� ε � 0 ��� G ∈ X̂� �	 
�� 
��
���	� ����� ������ δ � 0 ������
������ ��

ε� �� ���� �� ���� ���� ����� ������ x ∈ X ���� ���� ι(x) = Fx ∈ Gε �Gε �� � ���� ��

������� �����	  ����� ������ G ���� ������ ε!� ����� �� �"��#����� �� ζ(G ,Fx) ≤ ε�

�	 $��
������� %�&�'(� �� ��#� ζ(G ,Fx) = ζ(G ,Bx) ��� ����� Bx = {xη | η � 0}� ��
��)��� �� ���� ����

ζ(G ,Bx) =
∨

G∈G ,η�0

τ(G, xη) ≤ ε

����� �� �"��#����� �� τ(G, xη) ≤ ε ��� �#��	 G ∈ G ��� η � 0� *���� G �� �����	�

����� ������ �� x ∈ X ���� ���� xδ ∈ G �

��� G0 ∈ G ��� η � 0� �� +��� ���� G0 ∩ xδ ∈ G � ,��� �	 $��
������� %�'�%�-!�

�� ����� ����

τ(G0, xη) ≤ τ(G0 ∩ xδ, xη) ≤ τ(G0 ∩ xδ, x).
.�� �#��	 y ∈ G0 ∩ xδ� �� ����� ���� d(x, y) ≤ δ ����� ��
���� ���� d(y, x) ≤ ε� ����

τ(G0 ∩ xδ, x) =
∧

y′∈G0∩xδ

d(y′, x) ≤ d(y, x) ≤ ε,

���� τ(G0, xη) ≤ ε� *���� G0 ∈ G ��� η � 0 ��� ��������	� �� ������� ����

ζ(G ,Bx) ≤ ε

����� ���
����� ��� 
�����

������� ��	�
�� �
� ����� ��������� �������� 
��	� ��� �
� ����������� �� ��
��

���	�� ��� ����� ��������� ���������� f : X → Y �
��� X, Y ��� ��������	 V 


������ ��	 Y �� ��������� �
��� ������ � ��� �� �������� F : X̂ → Y ���
 �
�� �
�

	��!���

X
f ��

ι
��

Y

X̂
F





���������

������ ��� f : X → Y �� � ��������	 ���������� �������� ��� G ∈ X̂� ,�� 
���� ��



������� �	 ��
��� ��
������� ��

������� ���� ��	 
����
 ������� f ��� G � �� ���� ������ ��� ����������

B = {f(G) | G ∈ G }

�� � ����� ����
 ���� ����� B� �� ��������� � ����� H �� Y ��� ���� ���� H ��

������
 ��� ��� ��	� 
���� ����� Y �� ���
����� H ��������� �� ���� 
���� y ∈ Y �

�� �� ����� F �� F (G ) = y ��� ���� ���� �� �� � ��������
 ��� ��� ������ 
����

�� ������ ���� F (Fx) = f(x) ��� ���� �� ��� ���� 
���� �� ���� ���� F �� ����

��������� ����������
 ���� ��� ���� 
��� ����� ���� F �� ������


�� �� ���� ��������� � ������ ����� �� Y ����� G ��� f 
 �� ���� � ����������

B = f(G ) = {f(G) | G ∈ G } ����� �� ������ �� � ����� ���� �� Y 


��� ��� ��
��! "���� X ∈ G � ���� ��� ����� �� f � f(X) ∈ B� ���� B ��

��� ��
��


��� ∅ /∈ B! ��� ����� B ∈ B� ����� �	���� � G ∈ G ���� ���� f(G) = B ���

G �= ∅
 ���� ����� �� �� ����� �� ������� g ∈ G� ���� f(g) ∈ B� ����

B �= ∅

��� ��� ����� R,R′ ∈ B� ����� �	���� C ∈ B ���� ���� C ⊆ R ∩ R′! #��

R,R′ ∈ B
 ���� ����� ����� �	���� G,G′ ∈ G ���� ���� f(G) = R ���

f(G′) = R′
 ���� G ∩G′ ∈ G � �� f(G ∩G′) ∈ B
 $� ��%��� �� ���� ����

f(G ∩G′) ⊆ f(G) ∩ f(G′).

#�� b ∈ f(G∩G′)
 ���� ����� ����� �	���� a ∈ G∩G′ ���� ���� f(a) = b


"���� a ∈ G ��� a ∈ G′� �� ���� f(a) ∈ f(G) ��� f(a) ∈ f(G′) ����

f(a) = b ∈ f(G) ∩ f(G′).

"���� b ∈ f(G ∩G′) �� ���������� �� ������� ���� f(G ∩G′) ⊆ f(G) ∩ f(G′)


�� �� �������� � ����� �� Y � ������� �� H � ����� ��� ����� ���� B
 ��	�� ��

���� ���� H �� ������


#�� ε � 0
 "���� f �� ��������� ����������� ����� �	���� � δ � 0 ������
������

�� ε
 "���� G �� ������� ����� �	���� �� x ∈ X ���� ���� xδ ∈ G 
 "� f(xδ) ∈ H �

���� �� ��%��� �� ���� ����

f(xδ) ⊆ f(x)ε.

#�� z ∈ f(xδ)
 ���� ����� ����� �� � y ∈ xδ ���� ���� f(y) = z
 "���� y ∈ xδ�



������� �	 ��
��� ��
������� ��

�� ���� d(x, y) ≤ δ ����� ��	
��� ����

d(f(x), f(y)) ≤ ε,

��
� z = f(y) ∈ f(x)ε� ����� z ∈ f(xδ) �� ���������� �� ��

��� ����

f(xδ) ⊆ f(x)ε,

��
� f(x)ε ∈ H � ����� ε � 0 �� ���������� �� ����

�� ���� H �� ��
����

�� ����� Y �� ���	
���� H ��������� �� �� �
����� y ∈ Y � �� ������ ���� ����

��� 
���� �� H �� 
���
�� ��� a ��� b �� ��� 
����� �� H � ��� ε � 0� ����

����� �� � δ � 0 �
�� ���� d(a, b) ≤ τ(aε, bδ) + 2 · ε� ����� aε, bδ ∈ H � �� ����

τ(aε, bδ) ≤ ζ(H ,H ) = 0 ��� �� d(a, b) ≤ 2 · ε� �� ε � 0 ��� ���������� ��

���� d(a, b) = 0� ����
��
�� d(b, a) = 0� ����� Y �� ��	������� a = b�

 �� �� ����� � ��
����� F : X̂ → Y �� ��������� G ∈ X̂ �� ��� �
����� y ∈ Y �

�� ��� ������ ���� F �� � �
������� �
		��� F ,G ∈ X̂ �
�� ���� F = G �

!�� F � �� �������� � ��
��� �
��� H1 ����� ��������� �� ���� 	���� y1 ∈ Y

��� ��� G � �� �������� � ��
��� �
��� H2 �� Y ����� ��������� �� ���� 	����

y2 ∈ Y � �� ���� �� ���� ����

F (F ) = y1 = y2 = F (G ).

����� �� ��
�� ���� F ⊆ G � ����

B1 = f(F ) ⊆ f(G ) = B2,

��
� H1 ⊆ H2� ���� ����� H1 → y1 � �� ���� H2 → y1� ��
� y2 = y1�

�� �� ���� ���� ��� ������� ����
���� ����� F ◦ ι(x) = F (Fx) = f(x)� ���

x ∈ X� �		
���� ι� �� ���� ��� ������
 ��
��� �
��� ι(x) = Fx �� X̂� "����

Fx ��� ��� ������
����� ������ �� ���� � ��
��� �
��� H �� Y � �� ���� ��

���� ���� H ��������� �� f(x)� ��� ε � 0� ����� f �� 
������
� ������
�
��

����� �#���� � δ � 0 ������	������ �� ε� �� ���� xδ ∈ Fx� ���� f(xδ) ∈ H � ��

�� �
$��� �� ���� ����

f(xδ) ⊆ f(x)ε.

��� ���
���� ��� ���� ���

���� �� �
����� ����� �� 	��� %&'� ��
� �� ����

f(x)ε ∈ H ��� ����� ε � 0 �� ���������� H ��������� �� f(x)� ���� ����� ����

F ◦ ι(x) = F (ι(x)) = F (Fx) = f(x).



������� �	 ��
��� ��
������� ��

�� ��� ��� ��	� 
���� �� 	��� ���� F 
	 ��
������ ����
����	� ��� ε � 0� ���

G ,G ′ ∈ X̂� �� ���� F (G ) = y ��� F (G ′) = y′ ����� H ��� H ′ ��� ����

	������� �	
�� G ��� G ′� ��	
���
���� ��� H → y ��� H ′ → y′� �� ���� ��

	��� ���� ����� ��
	�	 � δ � 0 	��� ���� ζ(G ,G ′) ≤ δ 
�
�
�	 ����

d(y, y′) ≤ ε.

�� ���
�	
�
�� �� �!"� ����� ��
	�	 � δ1 � 0 	��� ���� 3 · δ1 ≤ ε� �� #$%� �����

��
	�	 δ2 � 0 �����	
���
�� �� δ1 ��� 	
��� f 
	 ��
������ ����
����	� �����

��
	�	 � δ3 � 0 �����	
���
�� �� δ1� �� ���
�	
�
�� �� �!"� ����� ��
	�	 δ4 � 0

	��� ���� 5 · δ4 ≤ δ3 ��� &� #$% 
��
����� ����� 
	 � δ5 � 0 �����	
���
�� ��

δ4� '��� ���� δ4 ∧ δ5 � 0 	� 	�� δ = δ4 ∧ δ5�
(�

�	�

ζ(G ,G ′) =
∨

G∈G ,G′∈G ′
τ(G,G′) ≤ δ4.

�� ���
�	
�
�� ����!)*�+� ��
	 
	 �,�
������ �� τ(G,G′) ≤ δ4 ��� ����� G ∈ G

��� G′ ∈ G ′� (
��� G ��� G ′ ��� -������ ����� ��
	�	 x, x′ ∈ X 	��� ����

xδ ∈ G ��� x′δ ∈ G ′� ��� τ(xδ, x
′
δ) ≤ δ4� '��� ���� ��� ����� a ∈ xδ ���

a′ ∈ x′δ� d(x, a) ≤ δ ≤ δ5 
�
�
�	 d(a, x) ≤ δ4 ��� d(a′, x′) ≤ δ ≤ δ4� .��� &�

���
�	
�
�� /�!�!!

d(a, a′) ≤ d(a, x) + d(x, x′) + d(x′, a′)

≤ δ4 + [τ(xδ, x
′
δ) + 2 · δ4] + δ4

≤ 5 · δ4 ≤ δ3.

%�	�� 	
��� H → y ��� H ′ → y′ � �� ���� yδ1 ∈ H ′ ��� y′δ2 ∈ H ′� �� 0���

���� f(xδ) ∈ H ��� f(x′δ) ∈ H ′ ���� yδ1 ∩ f(xδ) ∈ H ��� y′δ2 ∩ f(x′δ) ∈ H ′�

��� k ∈ yδ1 ∩ f(xδ) ��� k′ ∈ y′δ2 ∩ f(x′δ)� �� 	�� ���� k ∈ f(xδ) ��� k
′ ∈ f(x′δ)

	� ����� ��
	�	 a ∈ xδ ��� a′ ∈ x′δ 	��� ���� f(a) = k ��� f(a′) = k′� .��� 
�

����	 ���� d(a, a′) ≤ δ3 
�
��
�� ����

d(k, k′) ≤ δ1

&� f � %�	�� �� 	�� ����

d(y, k) ≤ δ1

��� d(y′, k′) ≤ δ2 ��
�� 
�
�
�	

d(k′, y′) ≤ δ1



������� �	 ��
��� ��
������� ��

�� ���� �� �	
��
�� �������
��� �� ����
�

d(y, y′) ≤ d(y, k) + d(k, k′) + d(k′, y′) ≤ 3 · δ1 ≤ ε.

�
��� ε � 0 
� �	�
�	�	�� �� �������� ���� F 
� ��
��	��� ����
������

�� ������� F ′ : X̂ → Y 
� ������	 ��
��	��� ����
����� �����
�� ���� ����� ���

�
�
	�� ��������  �� F ∈ X̂�  �� ε � 0� ���� ���	� 
� � ε2 � 0 ���� ����

2 · ε2 ≤ ε �� !	����
�
�� "�#�$%� �
��� F &	���� F ′' 
� ��
��	��� ����
������

���	� 
� � δ1 � 0 &	���� δ2 � 0' ��		������
�
 �� ε2 
� ��� ��(�
�
�� �� ��
��	�

����
��
���  �� δ3 = δ1 ∧ δ2 � 0� �
��� X̂ ���
�(�� ���� ���	� �)
��� δ4 � 0

��		������
�
 �� δ3 
� ��� ��(�
�
�� �� ����  �� δ = δ3∧ δ4 � 0� �
��� ι(X) 
�

����� 
� X̂� ���	� 
� � x ∈ X ���� ���� ζ(F ,Bx) ≤ δ� ����� dY (F (F ), F (Bx)) ≤
ε2 ��� dY (F

′(F ), F ′(Bx)) ≤ ε2� ��� F (Bx) = f(x) = F ′(Bx)� ���	���	�

dY (F (F ), F ′(F )) ≤ dY (F (F ), f(x)) + dY (f(x), F
′(F ))

≤ 2 · ε2 ≤ ε.

�
��� ε � 0 ��� �	�
�	�	�� �� �������� ���� dY (F (F ), F ′(F )) = 0� �
�
��	���

dY (F
′(F ), F (F )) = 0� �� Y 
� � ����	���� ������ �� ���� ��*� F (F ) =

F ′(F )∀F ∈ X̂ ��� ���� F = F ′�

������� ��	�
	� ��� X, Y �� ��������	 V 
������ ��	 ι : X → X̂ �� 
������
� ��


��		
�� ��
�� 
� 	���� 
� X̂� ���� 
� F1, F2 : X̂ → Y ��� ���� ���� F1 ◦ ι = F2 ◦ ι�
���� F1 = F2�
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 ���
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����� V ���	��� 
��� ����
����� 	 ��� �
�� ��	� �� ��	�� 	�
� ��� ���
�� �	� �	����

�� �
�������� 	� ���������� �
��	��� 
��� ������ ��	���� ���� ��	���� 
��� �
���


� ��� ����	��� ��
��������� ��	� 	���� ��
� ���� ������� �� ��� �����
�� ��	�����


� �
��������� 	 �
������
� ����� ������ 	�� ����� �� �� 	 
���� �

� ������ ��	�

������ 	�� ���� 	�� �!���	���� �
��
��� �� 

��� �� ����������� �
 �
������ 	 �
��

�����
� �
��������
� ����� ����� �
 	�� 
� ��� ���"���� �� 
	� �
����� ������ ���

�����	���� �����
 ��	� ����� !�	���������� �
 �
� �	����� ��������� ��#����� �
�����

��
� �
��������
�� 	����� ���� 	� �
���� �
������
� $�%&� B��
������
� $�'&� �����

�
������
� $(�&� ����
������
�� �	����
������
� $(&� 	�� �
 
�� 	 ��
"��� �
��� �	����

�� �
���� ���
��	����� ��� ����� 
� ����� �
������
� �
��������
�� 
��� �������

�
 V ���	���� �� 	�����
�� �� �
�
�
��� ����� �� 	 ��	��	�� �
��
� 
� �
��	�������

���� 	� ����������� ��
"��� 

��� �� �
 ����� 	 �����	�� �
��
� 
� �
��	������ ��

V ���	��� 	�� ��

 
������ �� �� �
������ �
 ������� 	 �
��	�����	��
� �
��������
�

�
� ���

) �	���	� !�����
� �
 	� �� ����� �	��� !�	��	��� V 	�� W � 
��� �� MetV

�!���	���� �
 MetW �

*��� �
��	���� ��� �
������
� �
��������
�� 
� ������ +
� ����
��, ��	��� �


!�	��������� +
� !�	�������
��, ��	��� 
��� 	 �	���
������
����� ������������ 
� �
�

����� ��	� ��� �������	����� �	� �� �� ����	���� 
��� 	 �
��
� �����	� �
 ���	��
���

-�� *���� 	�� � 	�� ��������� 

� ��� 
� ����
������ 	 �
����� 
� 	 B��
���
����


������� �	���
�� 
���� 

��� ����	�� ���� �������	��� �.��������

/
��
���� �� �����
� 0��� 
� ����� 	�� ������ ��� 	�����
� 
���	��
� 
� ���

�	��� ������������ �	����� Δ� ���� 
���	��
� ����� 
�� �
 ���

 Δst 
��� �����������

��
�������� �����	� �
 [0,∞]� ������������� ���� 	 ���	���� 	��
��� 
� Δ �� �	�� �


��� �� ��� �����	����� 1������ ����	��� �
��� �� �������� 	� 	�	��2��� ��� ���������


� Δst�

��



������� �	 
����� �������� ��
����� ��

�����������	 �
��� �
�� ��
�� ������
�
 �� ����� V �
����
	 �
 � ������
�������

�� ������ 
����
	 ��� �� ���� ��� 
��� ������ ��
�� ������
�
 ��� �� �
���� ��

����� ��
�
 �� ����������
 �� ������� � ������
������� �� ���
���� �������
� ���

��
�����	 �� �
������� ����
���	  � ���� ���
� ��
�� ���
���� ������
! "���� ����


�� ����
�����
 
���� X γ1 : [0, 1] → X ��� γ2 : [0, 1] → X	 � �������� ��� ��� ����


�
 � ���������
 �������� h : [0, 1]× [0, 1] → X 
��� ����

�� h(a, b) = γ1(a) ��� ���� b ∈ [0, 1] ���

�� h(a, b) = γ2(b) ��� ���� a ∈ [0, 1]�

#���� [0, 1] ⊆ [0,∞]	 ��  ��
� �� �� ������
���� ��
����� ���$��� �� ����� � 
�����
�

������ �� 
��
�� W ⊆ V ��� � ������ �� ������� × 
��� ����  � ���� ����
 γ : W →
X ��� � V ��������� ��� ��� � � ����
 W ×W → X� %� �
 ������
 �� ���
����

��� ����������
 ����� ���
�������� �� ���
 
�������

%� ��������	 ��
�� ������
�
 ���
� �

� �� �
�� �� ������
��� ������ ������ 
����
�

� ��	� �� � ������ 
���� A �
 � �������� || − || : A→ [0,∞]  ���� 
���
��


�� ������
� %�����
���! ||P +Q|| ≤ ||P ||+ ||Q||
�� &����������! ||αP || = |α| · ||P ||.

'� ��� ��
�
� 
�� ���� ��� ��������� �� � ���� �
 �������� �� [0,∞]  ��� ��� 
�������

������� #� � ������
 ���
���� �� �
( �
  ��� ������
  ��� [0,∞] �
 ���
���� �� V �

��� ��� 
����� ��������	  �  ��
� ���� �� ����� � 
��
��
� ������ �� �� ������ ��

[0,∞] �� V 	 
���
�� �� �������
�	 �� � ����� ������ ����� �� "���� �������
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